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Generales de curvaturis superficierum curvarum dis- 
quisitiones multi iique subtilissimi mathematici insti- 
tuerunt multaque theoremata invenerunt memorabilia. 
Ad speciales autem superficies curvas, quantum equi- 
. dem scio, theoremata illa raro adhibita sunt, id quod 
eo magis mirum videtur, quod multis curvis super- 
ficiebus tam memorabiles formulae atque elegantes 
efficiuntur. Ratio quidem, qua paene usque ad hanc 
diem disquisitiones generales haud paucis permutatio- 
nibus coordinatarum adhibitis factae sunt, re vera 
minus apta fuit, quae ad speciales superficies curvas 
traduceretur; qua .de re praecipue theoremata per 
generalem disquisitionem inventa in speciales curvas 
superficies raro translata mihi videntur esse. Quod 


quum v. ill. Grunertus cognovisset atque perspe- 


xisset, T aliter aggressus ea tractavit ratione, quae 
ad speciales superficies curvas summa facilitate possit 
applicari, quod speramus fore ut hoc opusculo mani- 
festum fiat. Ab iis enim, quas v. ill. Grunertus 
anno 57. h. s. in diario suo*) publicavit, formulis pro- 
fecti de curvaturis ellipsoidis, hyperboloidum, quae à 
une nappe et à deux nappes nominantur, paraboloidum 
et ellipticae et hyperbolicae disquisitiones instituimus. 
Disquisitionem Grunertianam illam prorsus notam 


ponemus. 


*) Vid. Archiv der Mathematik und Physik. TT. XXVIII. pag. 163 sqq. 


Ellipsoides. 


X. 


Ellipsoidis cujuslibet aequationem si ponamus generalem 


PE y 2 /2N a 
(B (D) 6) mon 
functione « partialiter ad x, y, z differentiata primae et secundae 
partiales quotientes differentiales functionis w efficiuntur: 


du  ?x du  9?y du ?; 
dr a2" dy — 06?! dz c^ 


d?u 2 d^u 2 du 2X 
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Coordinatae puncti cujusvis in superficie ellipsoidis siti non, 
ut in theoria generali, per (zyz) sed per (wvw), coordinatae vero 
variabiles non, ut ibidem factum est, per (XY Z), sed per (zz) 
designentur. Quare in deducendis ellipsoidis formulis ex generali- 
bus pro (xyz) (uvw), pro (XY Z) (zyz), pro quotientibus vero dif. 

du du du 2u 2v 92w 


ferentialibus 45—; ;4-; ^4- valores 5 255 -&4 ponendi sunt. 
dz' dy' dz a2? (49^ qa P 


Ex generali igitur theoria aequatio plani ellipsoidem in puncto 
(uvw) tangentis est: 


(x —u) ja — v) Sw) — 0, 
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*) De ellipsoide cfr. Grunerti geom. analyt. part.II. $. 77. p. 212. 
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Per punctum (uvw) ellipsoidis planum aequatione 
A(x — u) 4- B(y—*) t C(z—w) — 


definitivum ponemus et curvam, quae plano ellipsoidem persecante 
efficitur, simpliciter sectionem nominabimus. Qua sectione abhinc 
. occupabimur. 


Ex theoria universali aequationes lineae, quae sectionem in 
puncto (uvw) tangit, facile invenimus has: 


im RENI uui Ni e 
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hanc plani normalis: 


B7 — C js (1) i0 — A^ (y— v) Az — B^ — 20) 230. 
has normalis in eodem sectionis puncto erectae: 
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Deinde quum quantitates brevitatis causa in theoriam gene- 
ralem inductae ita exsistant: 
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hae obtinentur aequationes, quibus coordinatae centri ((XYZ) et 
radius (E) curvaturae in puncto (wow) sectionis sunt definita: 


BuU rio d ufa 
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Ratione habita aequationis 


Qoo 


facili calculo expressionem, quam pro (10) dedimus, transmutamus 
in hanc 
A?q? 4. B2? -- C70? —1 Au 4 Bv 4- Cer 
a?52c? 


quae in formulis superioribus substitui potest, si quando usui est. 


E. 


Jam vero sectiones normales considerabimus. 


Si supponimus, planum. aequatione 
A (z—u) 4- B (y—v) 4 C(z—w) —0 


definitum per normalem in puncto (uvw) ellipsoidis erectam tran- 
sire et igitur sectionem. deseribere normalem, ex analyticae geo- 
metriae principiis debet esse 


l1* 


u v QW, 


Itaque sunt in hoc casu: 
4U—— |? B? C8, 
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ex quibus statim consequuntur: 
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et ad coordinatas centri (( XY Z) et radium (&) curvaturae sectionis 
normalis definienda obtinemus aequationes: 


, 


E] 
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ita ut hoc in casu etiam sit: 


u v t0 
Hy FQ ft so ghi 
XcuTP- uma grin jac pt ul 
Denotante littera P perpendiculum ab initio coordinatarum in 
plano, quod ellipsoidem in puncto (www) tangit, demissum, ex 
geometria analytica est 
ub cu ERE 
atgtal B 
Quare perpendiculo substituto aequationes datae has praebent 
formas : 
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In plano ellipsoidem in puncto (u»w) tangente ducatur per 
punctum (uvw) linea recta, cujus aequationes sunt 


-——— A00 NE AME Lo sd sime pet 


ubi per (0, o, à) designantur anguli 1809 non superantes, qui 
linea ea et positivis axium coordinatarum partibus efficiuntur. 

- Qua linea et normali in puncto (uvw) ellipsoidis erecta situm 
plani sectionis definitum esse si ponimus, ex theoria generali ad 
coordinatas centri (( XY Z) et radium (KE) curvaturae sectionis de- 
finienda has obtinemus aequationes: 


id 

- a? 

X—u-r cos0?  coso? | cosQ?. 
a2 p? c? 


Y—p-iLeRM—————2 
cos 0? " cos o? j cosQo? 
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[77 
^2 
[5i LJ 
Z — 4 —— ———À3———— —3—— — Más 
cos 0?  coso? | cosQ? 
a? 0? c? 


—- cos 0? cos? | cosQ? 
a? 0? c? 

Alteri sectioni normali per punctum (wvw) ellipsoidis positae, 
quam eodem modo, ut praecedentem, sed angulis (0, 0,,.0,) de- 
terminatam esse statuimus, hae prodeunt formulae, in quibus 
significationem symbolorum nulla definitione data satis perspicuam 
fore puto, 
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Quas duas sectiones normales si inter se ad perpendiculum 
directas esse et brevitatis causa 


cos 0?  coso? — cosQ? 


ced tc Wl m t 


, 2 2 o.2 
cos 6, " cos 0 P. cosQ, Bl 
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statuimus, theoria docet generalis hanc inter angulos (6, co, Q) 
et (0, 0,, 04) interesse aequationem 


10 sin 0? sino? sino?  q9 t / "* c6 
Lego ma qe p? c PONCII A 


unde, quum sit (vid. Grunerti Arch. XXVIII. p. 178.) 
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ratione habita aequationis 


u n v "T wN? 1 
a b e/ s 
facili calculo expressionem invenimus memorabilem : 


19, .. a? cos 8? 5? cos? - c? cosi? — [eos 0-Fvcos o 4 wcos Qr 


4^ 3 f uow* 
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Quare in hoc casu ad quantitates ((X,, Y,, Z,; H4) definien- 
das obtinemus aequationes, quibus quantitates illae ab angulis 
(0, o, Q) dependentes datae sunt: 
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1 u2 22 qw? 
sin 60? sino? | sino?  q6 '" 56 
a? 0? c? u2 92 a? 
a* ' 5*5 ^ ca 
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a? f? c 
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Ex formulis superioribus statim sequuntur: 


cos 602  coso? | coso? 


1 air dg m 
Hx u?. o9? qw?) : 
dia ptg 
sin 6? sino? . sino? u2 29 — 0. 
gam EM ea q9 * 56'* c6 
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«Q9 


statim obtinemus expressionem memorabilem atque elegantem: 


IjSwl ?s ab. e—(Q vt un) 
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ex qua summam radiorum curvaturarum inversorum, qui ad binas 
per idem ellipsoidis punctum positas et ad perpendiculum inter 
se directas sectiones normales relati sunt, in omni ellipsoidis 
puncto constantem esse apparet. 


Porro est 
cos 20  cos20 . cos20 u? v? qw? 
ON D " js HR rm a5 * ps * o6 
TAccRST wu? 09 qp?» ES u? go .w? 
"Pn $qi T gat a 


Quia ex aequationibus supra datis sunt: 


» flo sigot le ieu aom d C le di 
xci ykcie—t Bbg 
l 
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in omni ellipsoidis puncto binis sectionibus normalibus, quae inter 
. se directae sunt, summae quoque 
E (3201 I rt 
x X, —u' Y—vut Y,—^' yos doy m 
constantes prodeunt. 


ENE. 


Sectionibus normalibus, quae ad curvaturam maximum et mi- 
nimum praebeant, abhinc occupabimur. Quas sectiones brevitatis 
causa principales vocabimus. 


xs ien 


Si supponimus, sectiones duas normales, de quibus quaesi- 
vimus, principales esse ellipsoidis, ex theoria generali aequationes 
obtinemus: 

|l. a9 58 t ee 
$(8$ 4. 9,) — Ap HU 9 55. UN 
c* W^ pe E 
TRETREPT 
vel, quod jam supra demonstravimus, 


a a24 624 c? pi 22? 4-w?) 


(9 4 $94,)— 
T LUC 
2 
et 
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ex quibus facili calculo invenimus: 


cp pe Agen un) : 

— eee zer , 
(a? 4- 0? 4- c? — (u? 4- o? 4 we?) 

YA ieu (P abut P att 3 a S | 

Q,— ADTLPEU 5. 


ubi signa superiora et inferiora in se invicem referenda sunt. 


Ex aequationibus 


ET. pp. ge 
et 
a? 52 u c? 


sequitur: 


et 


1,1. a4 —Q4. v 4 u?) 


Lua ee ———————————————— 


R^ EK— uto :w2)2 
REI He 
et 
M LES gu epo 20 
RR, a?ü?c2 a9! pa qAS "T 


vel, si P tantum, quantum antea, hic quoque valet, 


2 2 2. (42 2 2 
epi LUESTr ae rte 
R 1 a? 5? c 
et 
[9 x 
RR, a2025c? 
vel 
a? (2 c? 
R E,— pa 
vel 
a? 02 c2 — E ER, P^ 
vel etiam 
a2 2 c? 
P RR, EL) 


quam expressionem memorabilem, quantum equidem scio, jam 
*: Dupin invenit. 


Est porro 


Anc Juv c 


l 
ergo, si loco (5 jd n.) et RE R, valores datos substituimus, 
1 
(uw v? ww? * 
R 4 R4 —1a2 4 0?-- 2 — GP 4e uS P 4 d 
vel 


a? 4- 0? 4 c? — (u? 4- v? 4- w?) 
p pO 


RE 4 R,-— 
Ex aequatione 
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quam Si per aequationem 


m: PS 
^ €os 2 coso? — cosQ?2 
a? 0? c? 


dividimus, pro radio F, expressionem 


Qu? |. vo?  q?93 G6cos'0? | cos? cosQ? 


Bc ous m pad pase i vum. tog vU 0d 


effici, mihi videtur dignum esse, quod commemorem. 


Denique. si in. aequationibus 


LA 25 
R^ wu? v? w?21 
M donde 
et 
l 25954 


loco 1$, et 1$3, valores eorum substituimus, pro radiis sectionum 
principalium osculatoriis memorabiles obtinemus expressiones, in 
quibus praeter quantitates constantes (abc) coordinatae modo (wow) 
reperiuntur et signa superiora ad superiora, inferiora ad inferiora 


referenda sunt, 


a? 4- 0? 4- c? — (u? 4- v? 4 w?) 


v? qw?) 
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num 4-0? 4. c?—(u? o? 4-2)? — 4225202 i es za t 
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qw? )? 


wu? v? 
MAT n - 4 - 3 
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DE NUT 
a? 4- 02 c? — (u* 4 0? 4 w?) 


92.0 
i IM inire ipt cen? aen — t; im "i 
EU ÉEGS AU —————— ^ 
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Sectiones principales ad $2 et £2, quantitates, alteram ma- 
ximum, alteram minimum praebere, theoria universali novimus. 
Conditiones, quibus $$ et $9, maxima et minima sunt, nunc con- 
stituemus. 


Ex theoria generali sunt: 


— 5 -— 9.sin 6,2. 2—— ——— —————— — s (8$ — 9$ 
0,? : [/] " (7 Ta i 
p 8E Os anos eoo e 
vel, quum facillime inveniatur 
H,—RE 
SQ — 9, -—2 r3 
ULL Y: 

a? 52:2 E ms. 

ao M A 


substituendo obtinemus: 


d? 9 | t! 


— — — Asin 62 —————— —35— Àà3— a4 ————————————— 
d 0? u? v?  q?)1 2x 
Beni tntut gie 8 — cosof 
d? 6, . Run 
dé^ 15100? —— 153 »i 
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unde concludimus, si ($2, — £2) vel (RUCRS "0 est, $9 minimum 
et Q, maximum; si vero (£,-—4$2) vel (R — R,) «(0 est, 9 ma- 
ximum et 9, minimum esse. 


Quod radios osculatorios & et /&, sectionum principalium at- 
tinet, ex iis, quae modo diximus, assumptis aequationibus 


u? ^ 0? Ww? 
RU yTS 
LM 


et 


haec sequuntur: si (KE — E) € O0 est, E maximum et AF, minimum; 
sin vero (f£— R,) «0 est, ££ minimum et E, maximum est. 

Major igitur quisque radius curvaturae sectionum principalium 
maximum, minor minimum praebet, qua in re non est negligendum, 
quam significationem calculus differentialis praescribit, eam. hie 
semper maximo et minimo esse subjiciendam. 


Conditionem analyticam agnoscendi maximi aut minimi hanc 
ponere possumus. 


Quantitas 
1 Qu? 9?) SEES 6? coso? o? 
2 .. 52919,.2 VU S00 CcosQ 
cos? coso? cos? des (a^ à - POTE EU zn 
pupuv Mm 
prout affirmativa aut negativa prodit, vel, quod idem est, prout 
quantitas 


QE iT E 2 34r TE 
25a 2, Uo cono oso CORN 
a 4 fà V (44 a2 (2 c5 
minor aut major unitate est, £2) et A, minima, $2, et E ma- 
xima aut & et A, maxima, €, et f£ minima sunt. 
Deinde ut definiamus valores quoque angulorum (0, o, 6) et 
(00, 94, 04), quibus situs sectionum prineipalium: determinatur; 
* rj . * 
quantitates 2, M', M" ex theoria generali notas antea explicari 
necesse est. 
Quae facile exsistunt: 


2u(2 — 6? 9(2— c8) 


dete a? 5202 
api 2v (2— c? $2) (2— a? £2) 9) 
a? 02 cà 
M — 2«o (9 — a? $5) (2 — 6? m 
a3 522 


ergo: 
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Itaque ex generali theoria ad angulos eos definiendos ob- 
tinemus: 


t 
— q? 9, 


Hoa) 4 (s ix (z-5) 
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c hac es 
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Quibus iu formulis signa superiora ad superiora, inferiora ad 
inferiora sunt referenda, sed utra summantur, superiora an infe- 
riora, nihil interest, quippe quibus una modo linea recta per pun- 
ctum (uew) ducta determinetur. At satis quidem apparet, formulis 
ilis propter duplicem quantitatis €) valorem duos pro angulis 
reddi valores, quibus situs sectionum principalium ellipsoidis de- 
terminatus est. 
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eos 0 — 


, 


cosQ — 


Lip 
LJ 


Valores, quos pro cos6, coso, cosz dedimus, reales prodire, 
in iis, quae sequuntur, expositurus sum. 


Reales vero prodire valores, si modo $2 quantitas realis est, 
statim perspicitur. 


Eam autem quantitatem realem esse, si expressio 


2 w? 


| 2 
ia? 4- 02 4- c? — (u2 4 v? 4- w2)? — 1a202c2 TA 4- - F PE 


est affirmativa, satis elucet. Quam igitur expressionem esse al- 
firmativam, nunc demonstrabo. 


Ex aequatione ellipsoidis sequuntur: 


2 2 
t0 
u2 — aq» — a2 ILI a?. I 
c 
et 
u*19101 v? ap? 


MES EN 
Substitutis his valoribus, expressio praecedens transit in hanc: 


£o 2 
i52 4- c2 4- 72 (a2 — 52) — 3 (c2 — a2)2 


v? ep? 
—410?c? t c? . pa (8 — 5?) T-05.73 (65 — a?) 
et inde in hane formam: 


qo* 


E: 
LP ehe a rua — 29. 7 eo — at? 


v? vw? 
P ja (0? — 6?) (0? 4- c?) — 2 à (52 -4- c2) (c? — q?) 
2 52 
— 9 73: c5 (c? — a?) (a* — 6?) 
2 2 
4 L2 c2 4 3 rs (02 — 02) — (2. (e? — a*)). 
Sunt vero: 


i92 4 c2:2 — 415202 — 402 — e212, 


2 v2 
97510? — 0202 4 c? — 4c? 751 a* — B? I-255. La2 — 021 (52 — ej, 


2 : E 
—9 SU? 4- e) ic?— a2) 4- 4p9. 5, e? — a 975 p — ette? an; 


quare valores substituendo pro expressione illa facili calculo ob- 
tinemus hanc: 


4(02— 65 4- set — any - etn 


! v? 
—2— 4e. (c? — a?j( a? — 0?1 4 2751 a2 — 521 (02 — e? 1. 
Primum quantitates abc omnes inter se aequales esse si po- 


namus, expressio ad nihilum reducitur. 


Deinde autem fac, ut duae modo quantitates exempli causa 
a et b inter se aequales sint, abit in valorem affirmativum 
(c?— a2) (c2 — w?) : 2 
C^ a 


Tum si quantitates abc omnes inter se inaequales sunt, 
ponere volumus. 


e HT 
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esse. Ea conditione sunt: 
— 5? 0, 
5? — c2 s 0, 
c?— a? «0 


et igitur hoc quoque casu expressionem, de qua quaerimus, affir- 
mativum induere valorem, statim cognoscitur. 


Coordinatae denique (X, Y, Z) centrorum curvaturarum se- 
ctionum principalium formulis determinantur hisce: 


X—u- 


v? w? )» 


Gu 
H u?cty tutus 
(o( 0 €HEO Hg C — Qi oh qp uo?) 
ME MULT rw 2 2 »n 
num 462 — (u? 4 v0? 4 w2)2 — A220? c2 E T " EE 1 


qo? 
ca 


En 


vet e m PM 
P TRE NEP 


; a? 4-6? -- c? — (u? 4- v2 4- w?) 


Ld tre ba v 5642 82252) 
num 40? 4- c2 — (u2 4 v? 4: w2)2 — lane tj rn : 


Z-—w-— 


e —— 


a? 4- 0? 4- c? — (u2 4- T 


ESRUSCU ETWAS NPENPP E ERN UN 
AM ie bte e qr ute M TEE ES 


ubi signa superiora uni sectioni principali, alteri inferiora valent. 


In iis, quae abhinc sequuntur, etiam quaesituri sumus, quos 
valores et anguli, quibus situs sectionum principalium determina- 
tur, et radii sectionum earum osculatorii induant, si punctum (uvw) 
in intersectione plani cujusvis coordinatarum et ellipsoidis posi- 
tum est. 


In hoc casu speciali quum multo facilius ex aequationibus, 
quibus anguli illi ellipsoidi determinantur, quam ex formulis supra 


2 


— 18 —. 


datis angulorum inire possimus rationem, ad angulos definiendos 
priorem viam inibimus. 


Aequationes, quibus in wniversum anguli illi ellipsoidi deter- 
minantur, ex theoria generali sunt: 


T D) w x 
(1) Qq2€98 0 t jacos à 75 cost — 0, 


Loss 
(2) sm E as) coso cosa 4 sa —)es8 cos 0 


l ] 
E TS ja) eos óeos o 0, 
(3) cos 6? -- cos 9? -- cos 92— 1. 


In quibus si ponimus 


«0, 
aequationem (2) expletam esse videmus, si 
cos 0 — 0 
aut 
vf]1 l ic subit l 
p QU Bs cosQ -F 75 2520 p? cos o —Ü 
est. 


Primum si statuimus 
cos0 — 0, 


ex aequationibus (I) et (3) facili calculo efficiuntur: 


b? "x app 


C08 Q — LE —— ——————-,  e080 — ——————— 
MISERE Vua qa ei 
ergo, quia 
cos 0? | cos? | cosQ? 0 12 
a2 52 c? ^ ^w? 4 c5,2* 


Porro si ponimus 


l 1 
(2) sa LT t (5- js) cs oo 


et valores, quos hoc casu anguli (6, o, | 8) et radius curvaturae 
K. induunt, litteris (0;, o4, 0; Ej) significamus, ex aequat. 


(1) ja Cos ^M 4 eg cos Q,-—0 


; v/1l 1 x wf/l 1 
(2) B (3) cos 0, T 75 à gi) cose 0 


facili caleulo obtinemus hane: 


v? f] l wo uE 
jà c 2) C08 91 — 74 a—z) cos 9, —0 
vel 
D (c? — a?) — 5 (ut — a) eos o, —0, 
unde sequitur 
| cos o, —0, 
ideoque ex aequat. (1) 
cos 9, —0 
et ex aequat. (3) 
cos0, — 4 l. 
Ergo, quum sit 


cos (,? | coso? , cos? 1 


a? 0? c  q 


prodit: 
105 w? 4 c*vo? à 
RH, a? FIOCHOyt gm 


Deinde in aequationibus supra datis si ponimus 
DI 


eodem facili calculo formulas, quibus anguli et radii osculatorii 
sectionum principalium determinati sunt, invenimus has: 


-— a?4p 0 bendi b c?at 
CONSU qp U——————————— 7 CosQ - —U, CONQ Lp oreet 
ergo, quia 
cos 6? . cos o? 1 cosQ? c? q? 
a? 62 c2 774.42 l a4? 3, 
E ic*u? 4- a5 w2 
praese "sue 
c* a* 
et 


2* 


cos0, —0, coso,—-kEl, cosQ,—0; 


itaque, quum 
cos 0,? | coso,? , cosQ4?  ] 


a? b? eo 
sit, 

p ictu? 4p a* w? i$. 

PU c?a? 
tum vero Si ponimus 
w —0, 
has: 
a?v 6?q 


C084) — -E ———————À——$ coso —'T————————Jj cosQ —0; 
A/ a* v? 4- 0^ u? A/ a*v? 4- 6*5 u? 


ergo, quum 


cos0?  coso? | coso?  aq?p? 
cue T oq bm De 
p.i dou t 
Vo agit : 
et 
cos0, —0U. coso,-—0, cosQ,— Ll; 
itaque 
cos 0? | coso,? , cosQ,? 1 
a2 p POE S. 
et 


ln omnibus hisce formulis signa superiora et inferiora in se 
invicem sunt referenda; sed utra sumantur, nihil interest, quum 
iis una modo et eadem linea recta determinetur. 


Ex valoribus pro angulis datis statim hoc efficitur theorema: 


Si punctum (uvw) in intersectione plani cujusvis 
coordinatarum et ellipsoidis positum est, altera linea, 
quae sita in plano ellipsoidem in puncto (uow) tangente 
alteram sectionem principalem ellipsoidis in puncto 
illo definit, ei semper axi parallela est, quiad planum, 
in quo punctum illud jacet, est perpendicularis; altera 
vero linea, quae in eodem plano sita alteram sectio- 
nem principalem in eo puncto ellipsoidis definit, ad 
axem illum directa est. 


— m 


Quo ex theoremate, si modo perpendimus et observamus, 
normales in vertice ellipsoidis erectas per centrum transire atque 
in eo, quod supposuimus, coordinatarum systemate vertices *) 
ea esse puncífa, ubi axes coordinatarum ellipsoidem persecant, 
facili argumentatione efficitur hoc: 


Sectiones, quae planis coordinatarum ellipsoidem 
persecantibus efficiuntur, in vertice ellipsoidis sunt 
principales. 


Ellipsoides rotatione orta. 


Circa z axem rotationem factam esse si ponimus, in formulis 
superioribus a—6 ponendum est. Qua re in expressione, quam 
pro £ invenimus, si modo aequationis 

2 


[/) 
u2- v2— Er (c2 — qw) 
rationem habemus, fiunt: 


2:1 22152 P pussy, VMC- 
dia UR p taux S UCESOE TUO om 


et: | 


a? p? c? ioi Ee. p4 ZH Ai a?. c? 


Quod supra demonstravimus in hoc casu esse 


v? PE 


ta? 4- 0? -- c2 — (u? 4- v? 4- w2))? — 4a? 0? ets a tgt' 


(a2 — c?) (c? udo 
t E 1 
S) quantitas, si signo utimur superiore, abit in formam: 


(a Force?) u*— (a^ c5 (c? — - uo) xm 


$4 a? c^ 4- (a2 — c) vw; add 
sin vero inferiore, in hanc: 
Qo — QEEOICCPUCIT Patcr wy 2c 
E a?c* 4- (a? — c?) w?| — eM(a?—c?*w? 


*) De verticib. ellipsoid. vid. Grunert. geometr. anal. part. IT. p. 241. 8. 88. 


In. priori easu, quum sit , 
í 2—a?9, —0, 
ex formulis, quas supra in (III) dedimus, cosinus angulorum 
(0, o, Q) prodeunt hi: 


coso— 99, cosQ 0; 


cos 9 — € 3 


oo? 
in altero vero, si valores, in quos (0, o, 9) nunc abeunt, per 
(00, o,, 0,) significamus, quum sint 


2. 2) (c8 
P rm ieu 


et 

2(g9—— (2 : 
w? (a? — c 
ou. pe yeso c LCS cfe 
c* 4- (a? — c?) w 
ratione habita aequationis 

o2 
u? 4 v02— "Y (c2 — qo) 


facili calculo efficiuntur: 


M eem eua 
cóosO[ as pelos cos 
L0 7. N (e? — w?)1e* 4 (a2 — c2) we?| 
cos E 
Q4 — 4 ——————————————— * 
V (c2 —w?) ic* 4- (a? — c?) w?| 
Spi c (c? — w?) 
CcoS 1 Ld ————————————————————— ; 
V (c? — w?)1c* 4- (a2 — c2) w?i 
In priori casu cosinus angulorum in valorem ambiguum & 


abiisse vidimus, unde casum eum excipiendum esse elucet. Ut 
vero angulorum cognoscamus valores, in iis, quae sequuntur, 
aequationes ad angulos illos definiendos, quae in hoc casu spe- 
ciali has praebent formas, 


(1) EL T 2360s o 4 cos à — 0, 

1 (1 ] 
(2) à i aeos 0 -—vcos61cos (9 —0, 
(3) cos 0? -- cos o? -- cos 0? — 1, 


separatim persolvemus. 


Aequationi (2) satisfaciunt valores 
cos Q — 0 
et 


wCcoso —vcos0 — 0. 


Primum si statuimus 


cosQ — 0, 
ex aequationibus 
(1) ucos0 J-vcos o — 0 
(3) cos 60? 4- cos o? — ] 
signis superioribus et inferioribus in se invicem relatis sequuntur: 
( 
cos Q —-F —7— ——, 
Y u 
COS (0 — Wayne merced 
(ON a? 4 v? 


Porro si ponimus 
&C€08 9 —v cos0 — ( 
et valores, quos in hoc casu anguli (6, o, o) induunt, per (6,, $,, 9) 
significamus, est: 
1,€08 9, —v cos 0, —O, 


unde sequitur 
v 
Cos 9, — 4, £080, : 


Ex aequatione (1) efficitur: 


c? Q2 JL vc? 
—R' — co08 6, 
a (ETT 


cosQ, — — 
et igitur ex (3): 


2 
a^uw 


a?vew 
pU E s 
AV. (u 4- 2) Le u2 4-2) 4- aw?) 


2(4,2 4.42 
X : c? (u? -- v?) 
cos 9, — Gurt 


A QE v) eS dev) 4 atu 


COSQ; — 


vel 


uw 
eos 0, — E ——————————————, 


2 4 2 2 
e oe 4 c?) » Ir t ju 


vw 
COS £0, — d ro E—— NEN. ^x 
() t [U» 
CN Q4 e EO. t 
" :: u2 4 o? 
Cos 1 ^ i19 
2 2 2 
u* rov 10 
2 2 2 $ £d 
a 2L U «mH 
V« t ? "E RE zi 


a? 
u?-402— (etw) 


et 


2. o2j52 
(u 4- v2) (c^ (u2 4- 02) p a4w?2] — a*(c? — w?). c* 4 (a?— c?w? 


c? s 
C0 
s0 Enid L — ROUES 
cosi» SED AGMEN Ww 
10 7 Y (e? — w?) c5 4- (a? — ey? 
c(c? — «c0?) 


e 
o 
[67 

e 
| 


-G 


| In omnibus hisce formulis signa superiora ad superiora, infe- 
riora ad inferiora sunt referenda, sed utra sumantur, nihil inter- 
est, quum iis una modo linea recta per punctum (uv) ducta de- 
terminetur. ; 


Ex iis, quae modo invenimus, facili calculo obtinemus: 


cos6? 4-coso? | coso? 1] 


p cà a 

et 
cos 0(,? 4- cos o,? , cos 94? a? c? : 
"o cd*weo d Cs IP9tea CH T Os(ut 3-2) J- a&apbn 


qua in formula explicanda si modo aequationis 


c? (u2 4- 92) — a? (c? — w?) 
rationem habemus. 
Sunt vero: 


'7- eos 0?-- cos o? | cos o? 
; a? c? 


ZO eem 


et 
u? 4- v? w^ 
a^ Aa 
1—— 2 —- 2! 
cos 0,?4-coso,? , cos Q, 
a? c? 


ergo valores substituendo: 


lc (u? 4- v?) 4 a2 w?ü 


H- 


c? 1 
ic^ (u? 4- v?) 4- a* ur i 
Hi a4^c^ 
ideoque 
ic^ (u? 4- v2) 4- a*w?2:? 
RR, ————— NI SERT. 
vel 
u24 e? a2)? 
RR, —a^c? S t 
et 
R y —ies GP o?) pasen o3 ET 
et 


2(529 1 (2 2(5429. 92 
À l- odd 15 (a? 4- c?) 4: w (a* e) 
RUOTA ic* (u? 4- 0?) 4- a*w?1$ 


In formulis, quas pro ellipsoide generali invenimus, si po- 
suissemus a—ó6, obtinuissemus: 


R4 B, — E pn P pt p ty LT A : 
1 1 2a? 4- c? — (u? 4-v? 4-92) 
R'gEB- aca $2 lo? md i 

a Gira t — 


quas expressiones eum superioribus plane congruere, ratione ha- 
bita aequationis 


facile ostendi potest. 
Porro ex formulis pro & et &, datis spectantes aequationem 


c? ju? 4- 021 —a?|c? — w?i 


de ON 


obtinemus: 
T oT a2c? Na woo) (Cc dp 
Ho des ic* (wu? 4 c?) 4- a*w?t 
et 
$u? pv? | w?)»$ (a?— c?) (c? —w?) 
He deor E n QA WUNNUNUK US CU 


Quum in ellipsoide (c?— w?) negativum nunquam esse possit, 
quantitatibus (& — H,) et (a2—c?) idem signum est, unde assum- 
ptis iis, quae in (IIl) diximus, consequitur: 


si a « c est, KE minimum et E, maximum; 
sin vero a?» c est, Él maximum et / minimum 


Hyperboloides à une nappe nominata. 
B. 


Hyperboloidis à une nappe nominatae aequationem ponenti- 


bus generalem 
BALEARS un yY 2M VQ * 
" i) (2) (3) UO . 


primae et secundae partiales quotientes differentiales functionis w 


exsistunt: 
du Pe du, 3y/— du, e 
dr ^ aq?! dy — 09 di^ CU 
Pu cQ do 0350 duo 5 23 
d—4qv s dà&—jg  gqà—-u 
d?u d?w d?u 
daxdy 9; dydz — Qi did Üs 


Coordinatae puncti cujusvis in superficie hyperboloidis siti 
litteris (uve), coordinatae vero variabiles litteris (z9z) significentur. 


Quare ex theoria generali aequationem plani hyperboloidem 
in puncto (uvw) tangentis obtinemus hanc: 


*) De hyperboloide à une nappe nom. cfr. Grunerti geom. analyt. part. IT. 
8. 77. p. 212. 


DIE cC 


Pa (a — ut) - ga (y — 9) — 2: — 1) — 0, 


(«Gy cya. 


vel, quum sit 


hanc: 


Aequatio plani cujuslibet per punctum (uvw) positi sit: 
A(x — u) 4 B(y —») * C(z—w) —0, 
et curva, quae plano eo hyperboloidem persecante efficitur, sectio 
simpliciter vocetur. 
Qua in sectione nunc versabimur. 


Ex theoria universali aequationes lineae sectionem in puncto 
(uvw) tangentis invenimus has: 


Ec t UN LAM INME IL 
[T CN TT € . 9 D 
B at Cis Cat A 3 Aya — D rà 


hanc plani normalis: 


w D) Qu ( t 2L 
—iMBos 4 Cyg(y—u) E VC s Y Aci (y—7) Udza — B 36—€w)—0; 


has normalis in eodem sectionis puncto erectae: 
x-—u 
u v w u 
ALAo35 . By — Cox i PE B? C?) 
3 -—rft 


B (AZ; Br — C5) — 4 4- BE CH 7 


— 


2 —34D 


— MM 


CV AZ, 4- By — C3 AA? 4 B4 ez 


Deinde quum quantitates in theoriam generalem brevitatis 
causa inductae in hoc casu has induant formas: 


4U — ALAS Brs — Co) — (94 B? 4 CH, 


i V—BU AS Bj,— C5 —U A2 4 B* 4 C87, 


— 98 — 


WW CAS 4 Br — C51 (424. B* 4 C95, 


(7 
iQ? — Idi; — B ABA CIS CT 4. AS? 


2 2 2 
— (BH COS ua mL 4 Bzs— Co 


] 1 
istis uc UN CERE Tm — Ab dg — BL 


ad coordinatas centri (X, Y, Z) et radium (A) curvaturae in puncto 
(uvw) sectionis definienda formulas obtinemus hasce: 


X-—^u Ee 
ALAS Bis — Cra — Ue 4 B3 4. C8 5 
paru o 


BiA a Bis— Cos — 4 4 B* 4. C35, 


Z —1w 
[ 


CLA Bra — Coh t A? 4 B 4 CHE, 


2 3232 2 
(P B? 4C), 4 ji b Lal — 14s B5 — CE 


o c dul die sl E 
(t po. co] A arca Aot A FALSI 34s B3? | 


u t 
Y — By? HB t Cip" tiCod A5? 


p? 
bU () [// 
(GP B4 69] Loa CB OS 4 ay. 4p Bp ] 


et 
R-— 
, [(4? & B? 4- Aa depu: - aus es wd d Bj;— desse 
E 45 — BI up * C? e AS 


1 3 
V mrBRC| Zu BA C C a A 39-3 45s- Bt | 


Es P ues 
quibus in duabus formulis signa sumenda sunt ita, ut K sit affir. 
mativum. | 


Ratione habita aequationis 


(ka) C)! 


facili calculo expressionem 
| NP " Low [7 I. wu 
qii Bud Ci? gut A3? — 30 43 — B? 


transmutamus in hanc: 


(Au Bo 4- Co? —| A?a? 4- B?252— C202 


a2? c? 


quae in formulis datis substitui potest, si in quo casu usui est. 


RH. 


Sectiones normales. 


Planum aequatione 
A(z—u) 4 B(y—v)4 CG—w) —0 


definitum per normalem in puncto (uvw) hyperboloidis erectam 
transire si ponimus, ex geometriae analyticae principiis debet esse 


[7 vU DU 


* 


Itaque sunt in hoc casu: 


4U- — Uf 4 B4 C35, 
)E-—UP p Bt CH 
IW— BEC. 
Ioue Bt 0) I rn e 


et aequationes, quibus coordinatae centri (XYZ) et radius (K) 
curvaturae in puncto (uvw) sectionis sunt definita, obtinemus has: 


AS o AM 


TR 

i (4*4 BEC) [ra n 
X—uc-—5.. ls o rr 
: M CL LP AZ 1,4 Ba 
l PR ji t js! PR cH —g! Ó* q2 


a? 


d Ur ed 
aat dt gua 


(4 B*4- C?) 


dE ILmCIMOCENAYETR S 
za UB ca t Cis uslC ua Acn csl 1 — Bl 
o? 
4 roii un a £0) ut " : 
EDI der P Bia 
P Cj ilUs t Ara ld ia Bg 
2j)3 
(4 Bea 09 )5 0,4515 
R Ti welt mu l D, MOURT 
B 2t ich Po pue aU —gil4g-—Ba) 


ubi signum sumendum est ita, ut K sit positivum. 


Quibus ex aequationibus statim consequuntur: 


K 


tL 
X—u-'tr—.- — 
Tg (qu ov w?1 i 
la* ' 04 * c4 


? 


ubi signa superiora auf inferiora valent, prout quantitas 
l], ,w v e ( l1. 9 u 
SUB Ca t iC tA —ai4g- Pa. 
vel, quod idem est, prout quantitas 
LAu 4- Bv 4- Cw? — (4?o? 4- B?5? — C262) 
affirmativa aut negativa prodit. 


Jam vero perpendiculum ab initio coordinatarum in plano hy- 
perboloidem in puncto (wow) tangente demissum si littera ^ signi- 
ficamus, ex geometria analytica est 


e SM es. 
io whsl 
a$Uppa t uy cp 
ergo perpendiculo substituto, si quantitas 
LAu A- Bv 4 Cw? —14?0? 4- B?0? — C?c2 


est positiva, formulas obtinemus has: 


X—u-— 5. PR. 
Y—o-——;3 PR, 
Z —w-—^. PR 
unde sequuntur 
XE A w 
Ho Ug Mp 1 


sin vero quantitas illa in valorem abiit negativum, has: 


[// 


X—u--.,. PR, 
a 


» [/) 
Y —v—;53-. PR, 


et ex his: 


Deinde ponentibus nobis determinari situm plani sectionis 
normali in puncto (usw) hyperboloidis et linea recta in plano hy- 
perboloidem in puncto illo tangente sita, cujus aequationes sunt 


q—u 4g-—9* Z-—1 


ubi per (0. o, 9) designantur anguli 1809 non superantes, qui 


linea ea et positivis axium coordinatarum partibus efficiuntur, ex 
theoria generali consequuntur: 


u 
52 
D a 
X—u- v-— ees rq RRITCGU AM. dU CHEN SUm MODUS onem 798. | 
cos60?  coso?  cosQ? 


a? 0? c? 


D) 
02 
y —v — 2 2 2? 
cos 0 cos o CcosQ 
a? 0? c? 
t 
^2 
c 
Z—ww- , 
cos 60?  coso?  cosQ? 
a? 5? c? 
ut po £245 
a* * "m em ca 
R-— 


— ART EUNT m ERR SE 
cos 0?  coso?  cosQ? 
a2 p2 c 
ubi signum sumendum est ita, ut FE sit affirmativum. 
Alterius sectionis normalis, quam eodem modo, ut praeceden- 
tem, sed angulis (0, &,, 0,) determinatam esse statuimus, coor- 


dinatas centri et radium curvaturae in puncto (uvw) si litteris 
(X,, Y,, Z,) et (E4,) denotamus, formulas obtinemus has: 


u 
a2 
ADU E 0,3? coso,?  cosQ,?" 
a2 p^ udo 
( 
p2 
Y, —c— 2 2 2 
cos 6, COS (0i c0sQ, 
a? p2 po 
(1 
c? ' 
RU cos0,2  cosc,?  cosQ,2. 
a? 0? e? 


ubi signum sumendum est ita, ut E, sit positivum. 


Quas duas sectiones normales si ad perpendiculum inter se 


directas esse et brevitatis causa 


cos 60? | coso?  cosQ? 10 
—— Ki — Qa —M UT PP ] 
a? 0? c? 2 


atque 


cos 6,? 4 cosoQ,?  cosQ,? 10 
a? p? ro NLIS Wi ad 


ponimus, ex theoria generali inter angulos (0, o, €) et (0,, v, €) 


hanc habemus aequationem : 


sin 0? sino? sino? a9 ' 69  c$ 
a? 5? c? u2 02 wv? 


u? v9?  .w? jsp 0? sino? zs eU v? usd 


2 


l1 T: [D TE 
— —5 3 —5C0S (0-—— 75C0S 
a? 0? 


ratione habita aequationis 


(9«)-(Q-: 


facili calculo obtinemus hanc: 


iu cos 0 d4-vcos o d-wcos 01? —(a? cos0?-4-0? cos o? — c? costo ?i 


$$4— 
a? 63 c? $ 7 aa tg 
Ergo ad quantitates (X4, Y, Z,; A,) in hoe casu definiendas 
hae nobis prodeunt formulae, quibus quantitates illae ab angulis 
(0, o, O) dependentes datae sunt: 


D 
q 
daccuuose B —HNsiPbT.. pEC 
sin 6? sino? sino? a6 ' 59 ^ c6 
PLE 52 7 à Q2 Q? 
stg tg 


TEILS Sa 
ub? c? 1— d 7; 
a* ' p* 8 o 
^ tucos0-4-b coso-?w cos]? — la?cos6? -02cos o?— c? cosq3l" 
3 


v 
p? 
Y, —o— — -—3 
sin 0? sinc? sino? .q9' 59  c$ 
I: ($? — c a: * 
ai V gt ua 
2 2 2 
v2 eb 
2 5,2 has L6 i 
vc? a 
i q^ t p^ toa 
^ (ucos04-vcoso 4-w.cos Q|?—la? cos0?--02cos o?—c?cos Q9?) 
D 
^2 
c 
Z,—w-— As 
1 CEU Vete: 
sin 0? sino? sino? a9 A c 
ata gm loy»; vU up m 
x t; i^ A: 
2 29 2 
u? v9 «p 
29a MS SaacE uisa. 
wa* b OPUS 9 : 
— tu cos64-v coso--w cosQi?—1a2 cos6?4-6? cos o?—c? cos o?" 
ub cn- s uud : 
: qaad m : 
R,—3 à 2 
v2 «p 
sin 6? y sino? sino?  q9 t j6— c5 
a2 p2 ce wr ESERSS v v 
"T t; bs ds M" 
2 2 9578 
u? v?  w?,8 
252,0.$ 7 E a NUT 
a^ b?c tondjg. 1 


— tu cos0 J- vcoso J- ?cosO)?—1a?cos0? 4- 6? cos o?— c? cos 92 


ubi signa sumenda sunt ita, ut &, sit affirmativum. 


Inversi igitur radii osculatorii duarum sectionum normalium, 
quae in puncto (wow) hyperboloidis inter se sunt perpendiculares, 
ex formulis superioribus statim sequuntur: 


cos 0?  coso?  cosQo? 


1 EX RES e p m um 
8 RE Qu2 v?  w?9i j 
ia! Ri as 
u? 22.2 
sin 6? sino? sino? a6 ' 56^ (6 
wd rca ue vi 
IT qi t gi 4 
TUR on u? ^09 w?)1 f 
|t patual 


c BUT URL 


ubi signa superiora aut inferiora sumenda sunt, prout fractionum 
numeratores, id est, quantitates 2 $2 et 3 £94, positivae aut negati- 
vae prodeunt. 


Quae quidem quantitates utrum iisdem semper an diversis 
signis praedita essent, quaerentibus nobis ea de re apparebat in 
universum nihil pro certo constitui posse. 


Signa vero quantitatum earum quod attinet, duo sunt modo 
casus, qui per rerum naturam admitti possunt; nam iisdem aut 
diversis signis quantitates illae praeditae sint, necesse est. 


Primum quantitatibus illis eadem signa esse si ponimus, for- 
mulas obtinemus has: 


cos6?  coso?  cosQ? 
a2 p? c2 


sin6? sino? sino? a9 * $6 ^ c6 
a? 5? c? u? $99 wq? 
E v dtgtga, 
R l3 u? v? w?j1 


(a* Fg tg 


ubi signa in se invicem referenda, sed superiora aut iuferiora su- 
menda sunt, prout quantitates 3 $ et $ $9 positivae aut negativae 
prodeunt. 


Eadem 35 aqu conditione sunt: 


1 u? v? qw? 


1 m pU a5 t $6 c6 ] 
Rt 2 v2 NL o (qu? — v? — aph] i 
5 EP £5 al 


a4 t pit c* a* r "m 
5? 
ad a m z)-5 2-3)t2 aat 2 
ci t- P v? 2 
PEE: 
(2) e (5) 2 C ) ett» 
c (C7 BNOEPTNR GG 3 


u? 


q2 52 c S bM E 


2 


unde ratione habita.aequationis 


3^ 


suc gp o 


QQ-g- 


expressionem obtinemus memorabilem atque elegantem: 


l5 s opta redu? gb Bae 


—- 


a? 0? c )qà 4 ja To 


U T 
et 
cos 20 | cos2o. cos20 u? o» a.v? 
1 ] ns Eu a6 ' 56 6 
aa ji a4 ^ D* * c^ 


Sin vero quantitates 1$, et 2.9, diversis signis praeditae sunt, 
habemus: 


cos0?  coso?  |cosQ? 


' a? * 4» c? 
pmo Qu? . v? w?05 : 


TRE REIS 


sin 02 sino? |. sino? a9 ' £9 . (6 


[o C WACILA TON uS 3 8 

ju qi gat ua 

pt 2 2 217,50 : 
2 u v 10221 
gia pi c* 5 


ubi signa in se invicem referenda, sed superiora aut inferiora su- 
menda sunt, prout iJ positivum aut negativum est. 
Eadem signorum coriditione sunt: 


cos20 , cos2o . cos20 uto c cp OPEP 
1 l T EPREEETT. co "duae i 
gotgquee (u*r pe apo a TI m m w?| $ |' 
- get gii aS PERSE 


1 veh pui (a em 
— t 535 Qd 
a2b2c2 p 4 E Tu E 


BHB. 


Sectiones normales, quae ad curvaturam maximum et mini- 
mum praebeant, abhinc occupabimur. Brevitatis causa sectiones 
eas vocabimus principales. 


2 HE E. 


Sectiones duas normales, quibus occupati sumus, principales 
esse si statuimus, ex theoria generali inter $$ et $2, has habe- 
mus aequationes : 


qu? on owl adus le $i v? w?) 
TRE M ab dtg- e Qa8 C B8 o9 
Kb S) P SNR UNT UT 
54 


vel, ut jam supra demonstravimus, 


u 4- v? 4- «2 — (a? 4- 52 —c?) 


a(8 4 $9,) — — 
(Qu? v?  w? 
are at pa v 
et 
j 1 ud cw to enP $—i 
R2 — — ala 54 Ai : 


ex quibus signis superioribus et inferioribus in se invicem relatis 
sequuntur: 


u? 4- v? 4- w? — (a? 4- 52 — c?| 


CECHAULGCACUT A Ves n MEDMNN 

I epe — (a4 42—62)8 4 Aa9R n 27 ders Ü itu is 2 

an ieponsera tpe Ier iet 7 
a2 52 c? ji TY ji Ub. al 


| u? 4- c2 4-0? — (a? -- 02 — c?| 


: 2 
yM seperate ut 2.5) "T" ; $* at ja jid 1 


ca 
, ls Tuéb dicla: (8S boost 8 ett 0t. $693 —e 
1 ( u? v? 4c? i 


Ex aequatione 
MI? e u2 — 099. 42-1 
i444, -—-— 215 Der 


$, et $2, diversis semper signis praedita esse quum appareat, 
pro radiis oseulatoriis inversis /& et A, sectionum principalium 
in puncto (uvw) hyperboloidis expressiones obtinemus has: 


1 H 

Eur E 2 

R ^w) wv wu 
PIXEL 

L 3554 


xe DAS S 


ubi signa superiora et inferiora in se invicem referenda, sed su- 
periora aut inferiora sumenda sunt, prout $52 affirmativum | aut 
negativum prodit. 


Eadem signorum conditione sunt: 


l l i($— $8) 
R 'g 9 uh ^ v2 ut 
FIDE DES 
1 i 1(Q 4 94) . 
RH Cg sow 
PIT 


ergo, quum facillime intelligatur eadem signorum conditione esse 


M naetiun— (a?--52—6c2))? md 1 - EE t 
Mf — 8.) 


v? 5 


opel pu rt 


i l 
pro quantitate (s RE z.) hanc manifesto obtinemus expressionem: 
1 


i ud 
ÉD V hp? p? (a? 4e?) ath? uA tg z^ 


o EE o —— EAE — — ————-- —-— 


l 
pro ET BR, ven. si loco ài($2--$24,) valorem datum substitui- 
1 
mus, hane: 
l ] u? 4- o? 4- w?— (a? 4-02 — 691: 
RCdAS "NP. 


252 2 9 xs 
a? b? c 

Qa* it jid c*$ 
ubi, ut jam supra diximus, signum superius aut inferius sumen- 
dum est, prout $2 affirmativum aut negativum prodit, vel, quod 
idem est, prout iu expressione pro £) data signum superius aut 
inferius sumptum est. 


Deinde est 


1 o0 
RR, uo 4? 
atq tu 


vel, valore pro 4525992, substituto, 


et, quum sit 


substituendo prodit: 
R T E, — 
CUT TEC RUES VETT nig re event rcm imum gap RN 2 2 
ii - m ju v2-Eu?— (a2 4-52 —62)) Pane ILES 


In fermulas superiores si iuducimus perpendiculum P, obti- 


nemus: 
Dl P? LSPPPruand deser acts A Soeur 
BR* TROU A P21u? 4- v? 4- w? — (a 4-02 — c2) 4- 4a202c?, 


REB eu V. P2lu2 3- v? qw — (a 4- 03 — c2) 4- Aa202c2 , 


ireoboc: p pe. u? 4- e? Ul bm orn Piden d 
IUE V adbac? 
ubi signa sumenda sunt, ut supra memoravimus, porro 
TIE 
RR, ac 
vel 
a? 02 c? 
R R,— pi 
vel 
a?6?c? — E R, P* 
vel etiam: 


l ] , 
In expressiones pro p 95 p supra datas si loco £) et 2, 
1 


valores eorum inducimus neque negligimus, quae de signis dixi- 
mus, quomodo referenda sint ac sumenda, facili argumentatione 
pro radiis osculatoriis sectionum principalium in puncto (uwvw) hy- 
perboloidis expressiones invenimus memorabiles, ubi signa supe- 
riora et inferiora in se invicem referenda sunt: 


UR SEE 


v2 9.3 

W se esteuf e p Lee p aee WESS 1 
-E (u2 -4- 92 - «5? — (a? 4- 52 — c2) 

u? v?  qo»)8 

opel VU uen 


es no 
I 
| 


ibas uito 
hé 4? put — (a? 4 1 — e) At aD ptu Hd 
» pira i 
1 252,2 $5, UT E ? 
a??c éa p T$ "n up 


I 


Sectiones principales ad quantitates $2 et $4, alteram  ma- 
ximum, alteram minimum praebere, theoria generali notum est. 
Conditiones, quibus $$ et $2, maxima et minima sunt, nunc con- 
stituemus. 


Sunt: 
" v2 4? 
d29, P E UN 
Rub ACRI UT END ES 
dga — 296 pe "1 ($84 — $), 


cos Q COS  ? 
p t^ c2 $ 


u? m v? 4 w? 
isi AUI A gr Ce 


UU ($$ — $4), 
? aeos, t cRCOS 91 ^ 


unde sequitur, ut £4 maximum et £2, minimum, si $2— Q4 est 
affirmativum; sin negativum, £2 minimum et £2, maximum sit. 


Quod £2 et £2, diversis praedita esse signis supra demon- 
stravimus neque igitur $2— $2, affirmativum esse potest, nisi £2) 
est positivum, efficitur, ut affirmativa quaeque quantitas in maxi- 
mum, negativa in minimum abeat valorem. 


Porro etiam nobis sunt determinandi valores angulorum, qui- 
bus situs sectionum prineipalium in puncto (wvw) hyperboloidis 
definitur. Quem ad (inem quantitates /M, M', M" in theoriam 
generalem brevitatis causa inductae antea explicentur oportet. 


Quae facile exsistunt: 

| .2u (2 — 02 $2)(24- ete) 
a20?c? . 

2p ( To89)2—a? d^ 


a2 pac? 


M-— 


M'—— 


-— QEDLLC 


2w(2—e? 9) —4* 9). 


a202c2 


n , —L 
ergo: 


(ae a? $3? (2 — 5? $3)? (2 4 c2 $22 


a4 Aca 


23) i—2) (5 um EP 
^ Wa-ca.eg)-tXia-0so) tia an Y 
ideoque ex theoria generali ad angulos illos determinandos for- 
mulas obtinemus has: 


M?- M24 €M'2—4À 


u 
—a* & 
cos 0 — ; 
y a): e: 2) (v Tc S eshib 
3 
€O0S 0) — U Visestekue euo cereuum pAORHPTRGr GE eo ue DOR RICE EN SUCSTM e UP UNE CERADONRH RETRO E 
pe Té2E Uy vy uc E GC T 
UD 
2 -c20 


Cerea) * G-pa) * Gora) 


ubi signa superiora ad superiora, inferiora ad inferiora referenda 
sunt, sed utra sumantur, superiora an inferiora, nihil interest, 
quum iis una modo et eadem linea recta per punctum (uvw) ducta 
deliniatur. 


Formulis vero illis, quum expressio pro £4 data duplicis signi 
causa duos eosque, ut apparet, reales reddat valores, pro angulis 
duos et reales quidem effici valores, statim perspicitur. 


Coordinatae denique (X, F, Z) centrorum curvaturarum se- 
etionum principalium formulis determinantur his: 


X—u- 


u?.. 99, 4023)» 
n ub?c ze dà tpa tus 
M oder EE eE cH 115 —) ulbisup fs-ow 


DOBHIPUCOGTIE WIBPUTBHD C | DBIUITSES DEUS 
num 4 o2 4-w? — (a? 4-262)? 4- Aa2020? ha tg e 


2 2 
TI spine t 
—2 


s u? 4- c? 4- w? — (o? 4-0? — c?) 


Bids 


URNA ons BEENEESNEUNST S oo 5 
n né put (i p? mem? pat AMA : 
Z—1w- 


p? 2 
vete Ee ola 


u? 4- v? 4- ww? — (a? 4- 62 — c?) 


ENNEGEINEQEEE OT T 2 
mum t? 4- w? — (ga? 4-52—c?))? 4- Aa ihet ys k i: jit a E ES 


"y 


, 


ubi signa superiora uni sectioni principali, alteri inferiora valent. 


Ad ultimum nobis etiam liceat quaerere, quos in valores et . 
anguli, quibus situs sectionum principalium determinatur, et radii 
sectionum earum osculatorii abeant, si punctum (www) in inter- 
sectione plani cujusvis coordinatarum et hyperboloidis positum est. 


Majores quum nobis sint ineundae rationes, si angulorum 
valores ex formulis datis quam si ex aequationibus determinamus, 
quibus in universum auguli illi hyperboloidi à une nappe nomi- 
ratae definiuntur, in iis, quae sequuntur, ad angulos definiendos 
viam inibimus posteriorem. 


Aequationes, quibus in universum anguli illi hyperboloidi à 
une nappe nominatae determinantur, ex theoria generali prodeunt 
hae: 


u U D 2b 
(1) qi C08 0 4 jac0so —-3cos0 — 0, 


p d [58 M con 
(2) (gat az) eoscos — 75 atg cos Q cos 0 


wf/l 
c2Na2— 02 


js) eos àcos o -—0, 


(3) cos 6? 4- cos o? 4- cos 9? — 1. 


Quas aequationes si comparamus cum iis, quibus anguli illi 
ellipsoeidi determinantur, ex illis prodire videmus, si in illis 
pro c? quantitas (— c?) ponitur. Ergo in formulis, quibus anguli 
illi ellipsoidi determinati sunt, quantitate (— c?) pro c? substituta 
assecuturos nos esse formulas, quibus anguli illi hyperboloidi à 


Josr NASA ee... 


une nappe nominatae determinati sunt, statim elucet. ltaque an- 
gulos et radium curvaturae alterius sectionis principalis si litteris 
(0, o, O0; ER), alterius litteris (0;, c0,, 0,; RE,) significamus ac 
primum ponimus 


uc, 
obtinemus formulas has: 
2 2 
cos 0 — 0, ETE DUAE RENE A cosQ — 4- nof "dn 3 
V b5w? 4- cv? | V 05 w? 4- c*v? 
1523402 -- ctv? a 


cos0, —-Ll, coso,—ÜO, coso, —0; 


p, it tt. 


2c? : 
sin vero ponimus 
v —0, 
has: 
2 2 
a? 4p " €? 
cos 0 —-4- eosp-0,  coso —-d 


HESSME—UOUIL HGEUILUECILIIT 
V c*u? 4- a*w? A c*u? p a^ w? 


H Le*u2 p atu? 
3" c* a^ i 
cos0, —0, coso,—-l, cosQ,—0; 


d 4,2 4 4,21 
LE 
denique, si ponimus 
w-—0, 
has: 
a?v 2 ó?u 

Hec , COSD S Ie ELLE 

A/ a* v? 4- 65 u? V a3 v? 4- 65 u2 


La3v2 4- 6^ u2)t 
ax e LOS 


cos 0 — 


cosÓ, —ÜU, coso,-—0, cosQ—-4l; 


1a*v? 4- 63421 
lü L— c2 M. a2 AS UE 


Ex valoribus pro angulis datis idem, quod ellipsoidi, efficitur 
theorema: 


cec bat 


Si punctum (u»w) in intersectione plani cujusvis 
coordinatarum et hyperboloidis à une nappe nominatae 
positum est, altera linea, quae sita in plano hyperbo- 
loidem in puncto (www) tangente alteram sectionem 
principalem hyperboloidis in puncto illo determinat, ei 
semper axi coordinatarum parallela est, quiad planum, 
in quo punctum jacet, est perpendicularis; altera vero 
linea, quae in eodem plano sita alteram sectionem 
principalem in eo puncto hyperboloidis determinat, ad 
axem illum directa est. 

Quum hyperboloidis quoque à une nappe nominatae normales 
in vertice erectae per centrum transeant atque in nostro coordina- 
tarum systemate vertices") ea sint puncta, ubi axes coordinatarum 
hyperboloidem persecant, ex theoremate illo efficitur hoc: 


Sectiones, quae planis coordinatarum hyperboloi- 
dem à une nappe nominatam persecantibus efficiun- 
tur, in vertice hyperboloidis sunt principales. 


Hyperboloides à une nappe rotatione descripta. 


In generali hyperboloidis à une nappe nominatae aequatione 
si ponimus a—Ó, aequationem obtinemus hyperboloidis à une 
nappe, quae rotatione hyperbolae circa z axem descripta est. 

Itaque, si ponimus a—56 atque aequationis modo 

2492 a 2 2 
u^ -Fv — 2 ow 


rationem habemus, facili calculo fiunt: 


4 4 (a? 4 c?) t0? D a3c2 
ce? 


u? 4- v? 4. «? — (a? 4- p2 — c2) «^ 


* 


2 2 
ind á dpt i- T -A€* 4- (a? 4- 62) vw), 


"T 2 
n pt pu? — (P PT PP paene, T2 (S : 


— Qe (a? 02) w? 4- a2c2)?. 
MEE cox 


*) De vertieib. hyperboloid. à une nappe nominatae vid. G-: uwnerti geometr. 
analyt. part. II. $. 88. p. 241 et 242. H4 


NS Y ge 


ergo, signo si utimur superiore, 


2 
$3 


sin inferiore 
2c? 


S——w4 Gur 


Quare ex formulis supra datis, quum in priori casu sit 


9——a29, —0, 
eosinus angulorum (0, c, 0G) prodeunt hi: 
tos0— 25, cos o — 2, cos Q — 0: 


angulorum vero (0,, 6,, 64), quibus alterius sectionis principalis 
situs determinetur, quum in altero casu sint 


d (a? 4- c?) (e? 4r we?) 


292—202? ,—39.; cia (d 4. yu? 


et 
(a? emu? . 
c3 4 (a2 4- c2) e? 


ratione habita aequationis 


api gi 18^ y 2 
u? v ca 4 c?) 
facili calculo hi: 
UP D n P RIER. 
CN (e qw?) e p (a? o2) wi 
cow 
4 IE RE o EIL $ 
V. (c? 4-w?) ie* 4- (a? 4. e?) w* 
c (c? 4- so?) ! 


N (e 4: we?) teh p (a4 e) uh 


cos 0, — 


ll 


COS Q4 


cos 9, —-E 


quas formulas, quum sint 
c2 
(eh?) — S4 v, 
2 
(c? - €?) ie* p (a3-Pe?yup?| — z (u24- v9) 1e* (u? 4- v?) - a5w?, 


facile transmutamus in has: 


SM OUS 


1 2m a?ww 
co cms PEU LT C 
t0 70A (a2 4 v2) eS 4- v2) c aw? | 
cos d- xd 
QiO1 m UUGue e e o ee i n ME 
Co UN GP gef 4v?) 4c afe 
cos 9, — dolus te um T9 ; 
p Lv (u 4- v?) (eS (u 4-v2) 4- aw? 
vel in has: 
(777 
egre: (Qu? o? E 
- eA oe T p 23. 2: B 
cos d i 
Viltngbo eg 2, ,2 2j" 
LIT 
DU u? 4 v? 
COS (0, — 4 "EENCES EN | 
e QU e?) a* t "i 


Quum in priori casu cosinus angulorum 0 et c in formam 
ambiguam E abiissent, in iis, quae sequuntur, ut valores co- 
gnoscamus angulorum, ex aequationibus, quibus anguli illi hyperbo- 
loidi à une nappe rotatione descriptae determinantur, rationem 
inibimus valorum, quos anguli 0 et o induunt, si est cos ( — 0. 


Aequationes illae sunt: 


(1) A eos6 4 picos o — 5 cos 8 — 0. 
* «9) (wcos o —vcos0) cos o —0, 
(3) cos 6? -4- cos o? -- cos 9? — 1, 


unde, posito cos O0 — 0, facili calculo obtinemus: 


() 
cos à — T i 
0 -— ems 
A uà v2 


In hisce et superioribus formulis signa superiora et inferiora 
in se invicem referenda sunt, sed utra sumantur, nihil refert, 
quum iis una modo et eadem linea Fecis per punctum (uow) ducta 
definiatur. 


D A m 
Ex formulis superioribus sequuntur: 


cos6?--coso?  cosQ? 1] 
a? P 
et aequationis 


€? (u? 4- 0?) — a? (c? 4- w?) 
ratione habita: 


cos 0,? 4- cos o? a? c? 
a? ^— e (u? 4 v2) aw? 
Sunt vero: 


M Ua t6 
—- cese 2 
-—- eos 0? --cos o? cos o? 


a? c? 
et 
u?4v? | w^ 
a* ES 
E,-—t-- 2 D? 2:2! 
cos 0,?4- cos 0, COS Q1 
a? e 


ubi signa sumenda sunt ita, ut radii sint affirmativi 


; ergo, substi- 
tutione facta. 


(rhet oS dai DU LA 4 UM LRL 


4 02) 4 a5 ww? 
a2 c1 oua Sigur 
et 
BAT je ,w?$  dqc*(u* yk o) a*vnil. 
20 0 zn cut des) Hd 


unde facili calculo efficiuntur: 


u?-po?o wy — dct (u? 4. v2) atu? 
RR, ase I A y m s 


a^c9 : 


, 


P penam qut uti 
R RE et V m i a^ AU 
puro. Quae un) af 4) (buf 
RS Cut WP PUE RUYLA GENTTEYIP YI 

Ko n aia TT EE ig n d aob tes 


Hyperboloides à deux nappes nominata. 


KR. 
Hyperboloidis à deux nappes nominatae aequatio sit generalis 
à (7V, (yy 
-Q-(- Qus 


Functione w partialiter ad z, y, z differentiata primae et se- 
cundae partiales quotientes differentiales functionis & prodeunt hae: 


du ' 25 Odd (539... dug ce 
dr 9v dy dz: 208 
Pa 3 "cds C T3 quu ME 
dz? a2!  dy?^ 7 4 ;2 7 0 SN 
qiu sc 0 d^u — Ate 0 
dodg*& uudz c dzdz-—- 


Coordinatas puncti cujusvis in superficie hyperboloidis siti 
litteris (uw), variabiles vero litteris (yz) si denotamus, ex theoria 
generali aequationem plani hyperboloidem in puneto (wvw) tan- 
gentis invenimus hane: 


u v tb 
4i (0 — 9 — ga — t) —a0-w) — 


OERCISULS 


ux vy wv: 
a2 p2 CENCEM 


vel, quum sit 


hanc: 


Sit porro aequatio plani cujusvis per punctum (wew) positi 
A(x — u) 4-B(y —») 4 C(z—w) —0, 


et curva, quae plano eo hyperboloidem persecante efficitur, brevi- 
tatis causa sectio nominetur. 


Qua sectione in iis, quae sequuntur, occupabimur. 


*) De hyperboloide à deux nappes nominat. vide Grunerti geom. analyt. 
part. II. 8. 77. p. 214. 


uu (Om 


Theoria universali aequationes lineae sectionem in puncto 
(uvw) tangentis obtinemus has: 


n D E E acto UT 
m v Y " 5 


hanc plani normalis: 


(Bs "5 C i) C7 t A^ (y— v) (ss "i B^ (2—w)--0; 


€ 


has normalis in illo sectionis puncto erectae: 


z—u 

A14 A— Bg C, —|4*4- B*4 C 
m ocu 

UN tu [; (T, v 

B (A 3 — Byig— C M UP B HECH 

D iun. T MEMNES 

CVAZS— Bj5— CosE AA? 4 B4 C24 


Deinde quum sint quantitates in theoriam generalem brevi- 
tatis causa inductae: 


&U — AUS — Bj — C) — UP B? 4 CSS, 
)9F—B(AZ— Bj CI EU? BRHE CH 
4W—C|A— Bjs— Cas) E (4*4. B? 4 C955; 


19? —( Az 4 BP ABA — CP 4E T AL? 


P zl 


u? v 1b 
— (A4 BEC 349 in Ty — Bja— Ca. 


lw v 1 D (77 l1. ,* u 
g0—73(B^5 — C2 — ja Cad 4-3? P po. PRU B^3 5 


a c? 


formulas, quibus coordinatae centri (X, Y, Z) atque radius cur- 
vaturae (E) in puncto (uvw) sectionis sunt definita, obtinemus has: 


E] 


ouadjss saomt desriM Dé neq 
ALAZ; — By — C^) —U 4 B* C247; 


i3 rl oÉr — 
B|AT;— Bys— Co A? 4. B* 4 C3, 
Z-—w 


o Q0 e. (P 
CL A7, — By5 — C) VP 4 B? 4. C5 


1475 4 BA ABA ea Fic. VA 


— 


pymes 3 Bs —C;— 565 jt AS 6, ; E 43 —5 5e | 


2 2 2 
(424 B? 4 C54 piat 1455 — B5 — C^? 


(a po co] zi c OP ut OI "i unto] 


et 


Rs 


[L4ys - B9 B5 — Cy? (CIS 4 455]: 
EE ——Á—— M TE 
1 
" mrBuo| B - ce ue C ALS ars HBzSe | 


a2 
vel 
R— 
2 2 2 
,í, Wee C2), 4-3 E cad — 1o — Bs — Cr) 
C eu 71, a2 Qv 1l n 5. AR MEME 
V BH C] 5 - CP— CL SP A AB] 


ubi signa ita Hr sunt, ut AK fiat affirmativum. 


Expressionem 4 
l1 uw E *' l L2 DN 
qi Bos Culte galP os Tio alg B 


ratione habita aequationis 


(1 


facilt calculo transformamus in hane: 


xU TD 


A?3? — B?52 — 202 — Au Bo 4 Cor 


a202c? 


quae in formulis superioribus potest substitui, si quando ex usu est 


A. 


Jam vero sectiones agemus normales. 
Planum aequatione 
A(xz—u) 4 B (y—v) 4 C(z—w) —0 


definitum per normalem in puncto (uvew) hyperboloidis erectam 
transire et igitur sectionem describere normalem si, ponimus ex 
geometriae analyticae principiis 


AZ — B 54 — € 50 


sit necesse est. 


Itaque sunt sectioni normali: 
4U- — 4 B4 C35, 
àAV-2É ita Bt C?) m 
10 
jW— (4*4 B? C95 


w? 


iQ-up e Bh OD s a 


ergo 
2 
; (4 BO ER 
——€———Ó—— 
] v 1 
DN U gia Cg Ca AP dg Bat 
2 
: (4^ Bh C) d pe oa d 
EL d4e wp , 
0 ] 0 Uu l 1 v UM 
iB a — Cj iC a AST ap Bo 
2 241(2 o? qw) 
Mr oup EXEC TNR 
— qD — -* INC TUCUODOBB SURTOUT U COPRENERIT , 


a2 ub. [; p. mus 
giP a Cg je 4a gd p t Bu 


A4 * 


e Bh 


à u2 4? aw? 3 
(4*4 B OUS RD 


4 m» t dl ox (2 D t Ere 
qai P a — Cy — pa iCos Ara — gs BP 
ubi signum sumendum est ita, ut P sit positivum. 
Quibus e formulis sequuntur: 


D) R 


LM 


X—u-—RF—.————s3:. 
tg Ls o2 ei 


[ 
voire Pig i uti 


[77 
Z—w-il-. -—1——-——i 
Tot Cua E ael! 

a* ' 4 c4 


ubi signa superiora aut inferiora patet esse sumenda, prout quantitas 


l. t 4. su t0 l v au 
qi Ci — gl Cua As — sl Am t Bsp, 


vel etiam, ut ex (I) elucet, prout quantitas 
4a? — B?52 — C202 — Lu 4- Bo 4- Cw? 
positiva aut negativa prodit. 


Denotante P perpendiculum ab initio coordinatarum systema- 
tis in plano hyperboloidem à deux nappes in puncto (wvw)-tan- 
gente demissum, ex geometria analytica est nominatam 


W?x p^ wawp*3i —] 
E Wai 


—p 
Quo perpendiculo substituto formulae superiores, si quantitas 
A?a2 — B?b? — C262 — Au 4. By 4- Cu]? 
est positiva, formas induunt has: : 
X—ul— ^ : PR, 


Y—v— j PR, 


Z—w- —.PR; 


ergo: 
u v 10 
DEFEAT ^ ddretaltio le, 
|» .X—u Y—v Z—w P 
sin negativa, has: 
u 


ergo : 


02 c ] 


Ncuc ide K nui uii Ziesia- E d 


Jam vero linea recta in plano hyperboloidem in puncto (u»w) 
tangente sita, cujus aequationes sunt: 


—À BÓ —LLLLBÁBÉÁ—— 


situm sectionis normalis definiri si ponimus, theoria generali ae- 
quationes, quibus coordinatae centri (XY Z) atque radius A cur- 
vaturae in puncto (uvw) sectionis sunt definita, prodeunt hae: 


2 
a2 
X — 2L mc DU UNOSI IC DIO na MR ME ERR e LAND PRESE 7 31 
cos0?  coso?  cosQ? 
PORRO 
v 
02 
) Jm nU TPOUJIJJAZUCUON CO TMECIPDUCEUSESO wmTQET— Ri 
cos 60?  coso?  cosQ? 
"Xa mi 
to 
^2 
€ 
Z—w- H 
cos 0?  coso?  cosQ? 
an P AE ed 
u? gw) 
ditt 
L— CIUEGYGEOCSRUAT VaemensA EEACCESSPYTUO ROS Enemy ; 
— eos 0?  coso?  cosQ? 
a? 6? c? 


ubi signum ita sumendum est, ut £& fiat affirmativum. 


mcs BD um 


Deinde alteram lineam rectam in plano hyperboloidem in 
puncto (uvw) tangente per punctum (4vw) ductam esse atque ea 
linea, cujus aequationes sint: 


cosÓ,  .coso,  cosQ, 
alterius sectionis normalis situm determinari si statuimus, ad co- 
ordinatas centri (X, Y,, Z,) et radium E, curvaturae hujus sectio 
nis definienda formulas obtinemus hasce: 


Ls 
; a? 
"roe np 0,3 coso,? cos?" 
a? 0? c? 
v 
52 
Y,—v— [2 oen s CDM 
cos 6, COS 04 Cc08Q 
a2 i? c2 
(n 
p : 
VLC cing Ei 0?  coso,?  cosQ,? 
a? 0? c? 
2* ap^ ipe ; à 
p* pi. uns s 
HIE cos (,?  cosc,?  cosO,? 
qeBo ae 7 0 


"'"hbi signum sumendum est ita, ut E, sit affirmativum. 


p] 


(Quae duae sectiones normales si inter se sunt perpendicu- 
lares atque brevitatis causa 


eos 6?  coso?  cosQ? 


nu 0? c? 
et 
cos 0?  coso,?  cosQg? 
a2 p? c 


ponitur, hane inter angulos (0, o, OQ) et (0, $4, O4) ex theoria 
generali obtinemus aequationem : 


19 sin 09? sino? sino? | a9 69 (9 
d ATUS E p? c? u2 v? — .Q? 


ams DE ous 
Quum autem sit (vid. Grunerti Arch. XXVIII. pag. 178.) 


u? UL ad 0? sino? apum ius v? Du 
qt dA a p p e d$ 56 c6 


ll 
qs — 
C^ 
Oe 
t 

e 

e 

y 

e 
t 

e 

LI 

[^ 
S 
- 
ris 
CRAS 
iS 
e 
[2] 
a 
e 
xu 
x 
e 
e 
[7 
e 
X85 


ratione habita aequationis 


3J A m ( P 1 
a Ó 6, v 
facili caleulo expressionem pro 1 $2, modo datam mutamus in 


a? cos0? — b? cos o? — c? cosQ? — (ucos 0 4- v cos o Jc «cos 01? 
8 2 
wu? v9 p . 
202923 9 IE d 
a? 5? c (tud 
: ad pA qa 


. 


Ergo in hoc casu ad quantitates (X,, Yi, Z,; fü) definiendas 
obtinemus formulas, quibus quantitates. ab angulis (0, o, 0) 
dependentes datae sunt: 


D 
pu. 
a 
X,—ul—- — 
1 A VOS, 
sin 692? sino? sino? a9 (69  c$ 
a? 5? c? u? 43 3t 
a* i04 cà 
2 2 2 
u? € o 
ub E 
at gat 
mcr WEMdeb CT ycx- TEN JETOON CYWOENPUERSMECOOC4 UNT CECXNPEEES EY I. 
a2cos0? — ?cos o2—c?cosQ? — lu cos0- o coso J-w cos]? 
v 
02 
does UTILE ver menge vec Sms veoec amps 179. Vo KY 
wu? € (T) 


sin 0? sino? sino? .q9 (9 c9 


a? 0? c? u2 vo? «qw? 


u 
foras dera - hs 
ati b9 not 


DEQ- ON TEENS REY CYITRO AUS CTECNTAUDUS DEO RESQUE VEESUECHSIO TD EBENSO UET SEGUE C-CPEV ES GTP Y DYTPWAORRUER mar su. i. 
a? cos6? — b?cosc?— c?cosQ? — tu cos0-vcoso J-0 cos 01? 


sin6? sino? sino? a9 (9 (c9 
a? 0? c? u?2 v? «? 


ua. n8 US 
u^. p 

$95 a4 poa 

wa? 3 7; pA ii 


a? cos6?—0? cos c?—c? cos 9?— lucos0-|-v coso J-w cosQj?" 


QuP o «2,1 
Patto 
E T LUN US | 
! Mira Jr u2 c? qc? 
sin 0? sino? sino? $9 (9 5 
a? b? e? u? v? 10? 


LL LT BETWEEN 
-- a?cos0? — b? cos o? — c? cos 09?— lu cosÓ 4-ecoso J- «cos Q)?' 


ubi signa sumenda sunt, ut FK, sit positivum. 


Duabus igitur sectionibus normalibus, quae in puncto (wvtw) 
inter se sunt perpendiculares, inversi radii osculatorii prodeunt hi: 


eos 0?  coso?  cosQ? 


l QE Vou! ^ t MUT 
RM A ER IE 
PET ui 
us cbr op? 

sin 09? sino? sino? a6 ^ 59 c6 

NU XRUM mic Mie T uo 
L045 9 dWtygatga 
HR. u2 v2  «2)1 


ubi signa superiora aut inferiora sumenda sunt, prout fractionum 


numeratores, id est, prout quantitates 19 et 1.0,, affirmativae aut 
negativae prodeunt. 


Disquisitiones nostrae, quas de quantitatibus 142 et 19, in- 
stituimus, utrum iisdem an diversis signis praeditae essent opor- 


tere, non eo duxerunt, ut in universum aliquid pro certo a nobis 
posset constitui. 


Primum igitur quantitatibus 3$) et 292, eadem signa esse si 
ponimus, signis superioribus et inferioribus in se invicem relatis 
formulas obtinemus has: 

cos60?  coso?  cosQ? 
! APR NC aO RN 


sin? sino? sino? a9  b9 c6 


Wwe hA m AD cA naL p? 
rr RCRUM 
H, v? 1 

PEPIL zu 


ubi signa superiora aut inferiora sumenda sunt, pront quantitates 
1$,eti$) positivae aut negativae sunt. 


Eadem signorum conditione est: 


1 10 1 /— a s 

l 1 iE a? (4? c a9 9 MON 

R'g- u? 20? wi v^. 1]. 3 
ls it 66 tuta 


3c ds (2) 9-61 ce-e- pes) escas )* (e— 0), 


a252. c? A p 


unde ratione habita aequationis 
uNS fF 0NÀ. a f/00N? 
(Ses ()r4(5) 71 
facili caleulo obtinemus expressionem memorabilem : 
a? — p? — c2 — Puch S 
ERE 
eee i natu it 
Ex aequatione hyperboloidis 
uN? v? wN? 
DESDE, 


a?— wu? in valorem affirmativum nunquam abire posse quum ela- 
ceat ac manifestum sit, differentiam 


[rs 


— p? — 2 D 4 v? t w? 


—, 508 -— 


negativam semper esse, ergo quantitates 3€) et 1.9, una affirma- 
tivos induere valores nullo modo posse efficitur. 


Si igitur quantitates 152 et 152, iisdem sunt praedita signis, 
semper ponenda sunt: 


eos60? | coso? | cos 9? 


E a? 0? c? 
des d*Uq v? » 273 D 
iat pnta, 


a? p? c? u? 0? 
1 "ARP 
BR, n? ow q9)i T 
ia deat 
ergo 
i ^ u? J- o? 4- w?— (a2— 602 —c?) 
hR'R u? 702 whi 
1 a2b2c2 la "n * Fx 
cos20 | cos20 . cos2Qo ut v? vo? 
4 od siseg tal od yof UNT NE gor 0 
R Ho) Qv? w*5 i u? v? «?|$ 
Ketoye choi la mk 


Sin vero 14, et 192, diversis signis praedita sunt, formulas 
obtinemus has: 


cos60?  coso? | cosQ? 


sin60? sin o? sin 9? a9 6 c6 


p" p? c? u? 20 oW? 
Hoy: dtt 
qi qa vii 


ubi signa in se invicem referenda, sed superiora aut inferiora su- 
menda sunt, prout $$) positivum aut negativum prodit, et eadem 
signorum conditione: 


cos 20  cos20  cos20 u? 9? — wu? 

p viryp- ^s Ay gittis gam 
R'g-t P ve? 72.1 To v? ^ w?.2(7 

atgtai hatpt ai 


] 10 ; aisi mie m Lor rb 


2 
q4U E 
20202 
. a20?c e nes 


IHR. 


Sectionibus principalibus, hoc est, sectionibus, quae ad curva- 
turam maximum et minimum praebeant, nunc occupabimur. 


Sectiones duas normales, quas tractavimus, in puncto (uvw) 
hyperboloidis esse principales si ponimus, ex theoria universali - 
sit nesesse est: 

(u^ Ne* i AME M A qu^ v? p 
?n4 | jd" 4e 2742 52 — c2 500 20.71 
(9.4 9. Yeeid b ci$ 4a? b 
* Ph v? x, 
25262 
a?b?c P pb nt. ZU 
a3 — p? — c? — iu? 4 e? - w^ 
E 2 2 2 
$5 0^ 10^) 
2528 X 4A £L 
a? 5? c 
rib pt org 
et 
199 1  kinn i w29—. 
ann 71 — qab262* 0 a3 * o3 j 
'unde signis superioribus et inferioribus in se invicem relatis con- 
sequuntur: 


a2 — (2? — c2 — 112 T 0? 4 ww? 


Ko E EUR CXAMATQERI rrr qc tec quao yn 
[3 nu a2 —5?— c2 — (u?4-v? 4-w?))? — 4a? 0? c? Es T » que E 
ta 2 : 
eO E rr 
a? — 52 — c? — iu? 4 v? 4- w^ 
Copt ug 
Ó wee (u?--v? --002))? — 4025202 p : - F zi | 
RS iu^ 0 10^ L3 


at eh iskipis s 


Ex aequatione 


l 6? o dpi, - £02 2—1 
EE. RETREAT 
S) et $2, iisdem signis praedita esse quum appareat et supra 
demonstratum sit, differentiam 


— b? — c — (iu 4 v? 4p v?) 


Se e om 


negativam esse, sectionibus principalibus quantitates £, et £2, ne- 
gativas semper prodire patet. 


Sunt igitur: 


L 3 
(R^ $a o wh 
"RET REPE: 
L 2594 


ergo: 


| 2($$4-94) Qu? | ve? | w?)91 
RR,—— ga ia p ua] 


óc 
vel, valoribus pro 2(£.-- $9,) et 129, substitutis, 
1] IUD n ia? —p*— c9) 
NEMINEM OT UR ITE EO 
R FE eer dp * 


u2 "ye VE 
R4 R,— 1? 4- c? 4- w? — (a2 — P e) ts ra rA 


vel, si inducimus perpendiculum P2, 


LESI UM Ey 4e ciu PE 
CENSOR CEDR TONS DR DDR. 
u2 -4- v2 4- o)? — (a2 — 52 — c) 
Rada CEtu ume 
Los uPs 
ER, a»52c 


vel 


w UR 


a? (2 c? 
R E, — My;j Y. 
vel 
a?5?c2 — E E, P^ 
vel etiam : : 
4 
a? 5? c? 
P -vV RR,C 
Jam vero in formulis 
P aptos i 
R^ — Qu? vw?) 
ivi pc ag 
l 29, 


si loco $j et 9, valores datos substituimus, pro radiis osculatoriis 
sectionum principalium expressiones obtinemus memorabiles hasce: 


u? 4- v? 4 «2 —(a2 — 52 — c?) 
2 
9 Wer u- o2] «2— (q2 — 52 — c2) — ABS Ts Apnd il 
j/ mE v?  w?)à 
OPUS EAD 


u? 4- c? w? — (a2 — 02 — c? 


^" CUR Er 
c M urietase— (0 — 02 — ep Aste 1 tgat A 


? 


KC: 
E, ee s at (Es A 


ubi signa superiora ad superiora, inferiora ad inferiora referenda 
sunt. 
Mentionem etiam facturi sumus, ex formula 


178 


u2 «v? 
— 4212,92 
E FR, — a?b?c dus tg ta: 


2 2 21 
tpe AL 
a [/ e 
tcs c . AAT RES -1— CERECIERNEEEO Cus 1b wa. Append 
cos0? . cos o? cos 9? 


a? 0? c? 


quam si dividimus per 


pro E, expressionem memorabilem effici hanc: 


u? w?)9$ (cos 0? | coso?  . cosQ? 
R,—— MAY AERA ^ 1 -E9A TURA: 


a3 


Sectiones principales ad quantitates $2 et $9, maximum alte- 
ram, alteram minimum praebere novimus. Nunc vero conditiones, 
quibus £) et $2, maxima et minima sunt, constituemus. 


Sunt: 


unde ex principiis calculi differentialis concludimus, $4 maximum 
et 9, minimum esse, si $$ —$?, est positivum; sin negativum, £2 
minimum et $9, maximum esse. 


In iis, quae sequuntur, valores definiemus angulorum, quibus 
situs sectionum principalium determinatur. 


Quem ad finem quantitates 7, M', M" in theoriam genera- 
lem brevitatis causa inducfae antea explicentur oportet. 


Quae facile exsistunt: 


2u (2 -4- 0? 9) (2 4E hubo C15. 
Mas a?b202.— 
M— 2v (2 4- c? $2) (2— uRcR). 
a202c2 


; 2w(0—* Q)(o 4-62 9). 
Mismo Tor rua frio 


itaque 


4029) (2 4 2.9) 


a4 05*c* 


[7] s [7 2 177) 2 
sa) t (rn) * (su) I 


ergo ex theoria generali: 


PABLO2 
Ms 4. M2 4 m4 8-0 99C 


— 609 — 


u 
S SD 

A, UE, DERAERIS A ABC RR VT 

arm) t (zzi) (543) i 
ENTER 

Cos à) — J4- —————————————————————————á» 

i n sch c xo) P. 
DD 


S 


ener e t pim rw to raa)U 


ubi signa superiora ad superiora, inferiora ad inferiora referenda 
sunt, sed utra sumantur, nihil interest, quum iis una modo et 
eadem linea recta per punctum (uvw) ducta definiatur. 


Formulis vero illis, quum expressio pro £ data duos pro $£) 
reddat valores, duos eosque, si £) quantitas est realis, reales quo- 
que pro angulis reddi valores, satis apparet. 


9$, quantitatem esse realem, nunc demonstrabo. 
Ex expressione pro $2 supra data $2 esse reale, si differentia 


v? 


2 
1a? — 5? — c2 — (u? -- v2 p w?)? — Acne, n 


est positiva, cognoscitur. 
Ergo differentiam esse positivam, expositurus sum. 


Ex generali hyperboloidis à deux nappes nominatae aequa- 


tione sequuntur: 
2 2 
u? 250? ub (2) t (5) ! 


UTI p Y? wN? 
au (5) * C 
2 
Quibus valoribus pro w? et substitutis differentia illa abit in 
2 2 
LU* 4p e? 4- zs (a? 4. 02) 5, (e? at)? 


o2 wp? 
—4102c2 4- jà c? (a? 4- 6?) 4- a 0c a2) 


et inde in T 


TNED E 
o4 qp 4 
(52 Lt c2)2 zx pà (a? t 52)? t zi (c? 4 q*y? 


v2 qo? 
42 (22 4-02) (02 4 6) 255 (09-4 e?) (09 4p a?) 


vo? 


w? y 2 2 2, 
2758: 2 (C a?) (a? 4 067) 


v? w? 

— Aib?c? 4- jà* c? (a? 4- 02) 4- "L b? (c? 4- a?)), 

et, si conjungimus, quae Pee sunt, in hanc: 

qe pt) $c a2)? t iP T02y* 

v3 v? | 
* 273^ 2 (0 a) (a t 0?) 4- 25a (7 6?) (52 — c?) 
vel etiam in hanc formam: 
v2 w* 
(07 — c^). pa (a 4- 02) 4- pu (c? 4- a2)? 


^ 2 2 ^ 
3p ca (Oa? Qu? 4-02) — 275 (e? 4 a? (9 — e). 


Si 0?— c? est positivum, forma priori, sin negativum, altera 
differentiam, de qua quaerimus, esse affirmativam perspicitur. 
Est igitur $2 semper reale et formulae superiores pro angulis 
reales reddunt valores. 
Coordinatae porro centrorum curvaturarum sectionum princi- 
palium theoria generali determinantur formulis hisce: 


X—u-— 

2 2 

ues tgatu 
2. -p2— e -— tu? 4- v2 4- 271 

NECELCÉUAS INQUIT 2 2 
v; a2 —52—c? — (u? 4- v? 4- w?)? — 4a?0?2c? ls "1 L4 A d 2 
Y—v-— 
2,2 2 
BICI ART 


dUmPm- IE RITONXTED CT ROMANS Y 9 0 


DXX | vere IELNURRG. e pe ls 
1 ie- 5? —€* [pr o up aee ad j t zi 


—929. 


3 


-— ai 
Z-—w- 


vati Hier T 


0s cec uet p uw 
nmm (u-4- v2-|-v2)12 — Adoos 3 gie à NL vw? zi 


ubi signa superiora uni sectioni principali, alteri inferiora valent. 


3 


Denique etiam quaesituri sumus, quos valores et anguli et 
radii sectionum principalium osculatorii induant, si punctum (uvw) 
in intersectione plani cujusvis coordinatarum et hyperboloidis po- 
situm est. 


Eadem, quam bis jam attulimus, causa hic quoque non ex 
formulis supra datis sed ex aequationibus, quibus in universum 
anguli illi hyperboloidi à deux nappes nominatae definiuntur, an- 
gulorum determinantur valores. 


Aequationes illae sunt: 


u v 20 Ki 
(1) qiC08 0 — 53 c0809 — 3 c080 —Ü, 


1 [ 
(2) A (ig ai) cose eos— js AA cos Q cos Ó 
l 1 
tA ai ja) eos 0 cos 6 -- 0, 
(3) cos 6? -- cos o? -- cos 02— 1. 


Ex aequatione hyperboloidis 


(0) (7! 
a b DITS 
u—Ó non esse ponendum, ergo plano (yz) hyperboloidem non 
persecari apparet. 
Sin vero ponimus 
v —0, 
quod per aequationem illam licet, aequationi (2) satisfaciunt valores 


cos o — 0 
et 


5a - a) cos OQ T E (s 4 js) cos 6 — 0. 


m WE 


Primum si ponimus 
cos o — (), 


ex aequationibus (l1) et (3) facili calculo efficiuntur: 
Gshcq o4 oos 
077 A cha 4- aw? 
2 
osQ — pus pEOMEE Lour 
Ach u? -4- a*w? 


Deinde si ponimus 
u Gl 1 abi Io 
sip o aper a a ja cti 


et valores, in quos hoc casu anguli (0, o, 9) et radius curvaturae 
KE. abeunt, litteris (0;, €4, 0,; E) denotamus, ex aequationibus 


u 10 i 
(1) gà C086, — gi cos 91 — 0, 


u fl 1 zo spl 1 
(2) HCESSETERA a g)es6 0 


facili caleulo obtinemus hanc: 


2 2 
$3) d bene 
unde sequitur 
cos 0, — 0, 
ergo ex aequatione (1) 
cos o, — 0 
et ex aeq. (3) 
co8Q, — t Il. 
Porro sunt: 
cos0?  coso?  cosQ? — c?20? 
doc ROC d 7 v alui 


cos0,?  coso,?  cosQ,? p 


ergo: 
picta wn 


mma 3 
c* a* 


(ctu? 4 a* w? ji 


R,zbpb. 
1 c2 a? 


^ BP 


Denique si ponimus 


w —0, 
ex aequationibus datis eodem facili calculo obtinemus: 
2 05? 
a?v u x. 
co8 f EzcboozE—L—— C080! —s-- ERERRERLZ—5e. coso —0; 
4 a^ v? 4- 5*2 A/ a* v? 4 05 
ergo, quum sit 
cosÓ0?. coso?  JcosQ? a?? 
a? 0? c2 7 7 qb?" 
p (a*v? 4- 5*u?3t 
k a^ b* ; 


et 
cos0, —0, coso,—0O, coso,-—-Ll; 
ergo, quia 


cos0?  cosco,Q? . cosQ? ] 
a? p? cao n 2t 
4,42 4,,911 
p, v? -- 5*u MJ 
a? 0? 


Ex valoribus pro angulis datis hoc efficitur theorema: 


Si punctum (www) in intersectione plani cujusvis 
coordinatarum ethyperboloidisàdeuxnappes nominatae 
positum est, altera linea, quae sita in plano hyperbo- 
loidem in puncto (usw) tangente alteram sectionem 
principalem hyperboloidis in puncto (zvw) determinat, ei 
semper axi coordinatarum parallela est, quiad planum, 
in quo punctum jacet, est perpendicularis; altera vero 
linea, quae in eodem plano sita alteram sectionem 
principalem in puncto (uew) hyperboloidis determinat, 
ad axem illum directa est. 


Quo ex theoremate, si modo observamus, normales in vertice 
hyperboloidis à deux nappes nominatae per centrum transire atque 
vertices^) ea esse puncta, ubi axes coordinatarum hyperboloi- 
dem persecant, facili cogitatione sequitur hoc: 


Sectiones, quae planis coordinatarum hyperboloi- 
dem à deux nappesnominatam persecantibus efficiun- 
tur, in vertice hyperboloidis sunt principales. 


*) De verticib. hyperboloid. à deux nappes nominatae vid. Grunerti geom. 
analyt. part. II. 8$. 88. p. 242. 


5* 


Hyperboloides à deux nappes rotatione descripta. 


In generali hyperboloidis à deux nappes nominatae aequatione 
si ponimus 5—c, aequationem obtinemus hyperboloidis à deux 
nappes, quae rotatione hyperbolae circa z-axem descripta est. 


Si igitur ponimus 5 —c et aequationis modo 
p2 
vw, (u2 — a2) 


rationem habemus, facili calculo fiunt: 


2(09 — 052) —w9(q9 4. 5? 
NU TIRE ook. er ET E 1g. 


v? «p? 


9 
a2)2c? s td b -5 a*- (a? 4- 02) u2). 


Ex expressione, in quam supra differentiam 


2 
(a8 — 63— c2 — (u? 4- v2 4 w2) — Ape, "x Hi jit uil 


transmutavimus, differentiam illam, si est b——c, abire in 
(v? 4 002) (a? 4- 6?) ?? 
XipYTAS Wee 
vel in 
(à — 5) (et (9 y 
ddphduk o e 
statim cognoscitur. 
Ergo, signo si utimur superiore, fit: 
|. a2 (a2 — 52) — u? (a* -- 02) 4- (u$ — a?) (a? 4- 9» 
ied 521— a* 4- (a 4- 62) v 
IU U Tati Wan. 
—. . u?(a? 4- 52) — a** 


sin inferiore: 


cg Le — 0) —u (ep DS) —(un—aS)(i- p im o 097 
p? 1— a* 4- (a? 4- 62) u?1 2* 


- 


In priori igitur casu, quum sint: 


e QU I eim 


(a2 4- 02)? 


2— a2, — À uS (a3 4-03) — aá* 


(a 4- 52) (u2 — a?) 


r4 2 — RIORACI!. i10 UG GM o destoL4 
24 99 —9. IU S ai t 


ex formulis supra datis cosinus angulorum (6, o, €) facili calculo 


prodeunt hi: 

a (u? — a?) 
QzrüicrfeeLe————D riu 
Cop A/ (u2 — a2) (u? (a 4- $2)—a3. 


UTE 
cos 0 — d EU EU eus nr tre SC T RUIT MER e HERE pesa trec crasse rare] 
4/ (u? — a?) lu? (a2 4- 52) — a*| 


oso — 4 En. de E eati ls , 
V (u? — a?) ui? (a? -- 52) — a*| 
vel, quia 
a? 
uos dec — P 3? 4 w?j, 
4í,42 2| 4. [Au 
u? (a? 4- 021 — a* ISW bed E : 
cos Ó — AM apeggederbem TA. ^ 
E AF (Eu) (a8 (934-3) 3 Ru 
0?uv 
cos o —  —— —————— M 
t GE! (v3 "pula (o2 4 w?) 4- bw 
xs b?ww 
cos Q Z2 E ———————— ————— 
V (v2 4 w?) (a4 (v? du RV 
vel etiam: 
2 2 
— 
(v? 4p w?) ra t CEU 
€oS (0 — 4 —pÁÓA15 , 
u v? -- eo 
A erECSES 
cos Q0 — 4 E 


wc Ense quU UPTMCNUNEE. 
(94 uos 4 ed 


in altero vero, quum sint 


et 


2. 520, —0, 


cosinus angulorum (0,, o4, 04), quibus alterius sectionis princi- 
palis situs determinetur, prodeunt hi: 


cos Q, —— 


cos0, —O, coso, — Ue 


Ob 
"Qo? 

Hoc casu quod in determinandis angulorum oc, et OG, cosini- 
bus ad formam ambiguam $ pervenimus et igitur in medio relicti 
sumus, in iis, quae sequuntur, ut angulorum cognoscamus valores, 
ex aequationibus, quibus anguli illi hyperboloidi à deux nappes 
rofatione descriptae definiuntur, rationem inibimus valorum, in 
quos eosinus angulorum 0, et o, abeunt, si est cos0, —Ü. 


Aequationes illae. sunt: 


u v D us 

(1) 43986 — jà C089— 73 C080; —0 
(2) (o cos 04 —20cos 011 cos0, —0O, 
(3) cos 0,? -4- cos o4? J- cos 9,2 —]1; 


ex quibus, posito cos 0, —0O, facili calculo obtinemus: 


()) 
COS 00, — UE MEGIEO Imm Á 
zs rer. 
e cer Up 
CoS L— "eI ES. 
n n TA VETUS 


In omnibus hisce formulis signa superiora et inferiora in se 
invicem referenda sunt, sed utra sumantur, nihil interest, quum 
iis una modo et eadem linea recta definiatur. 


Ex formulis superioribus invenimus: 


cos0? .. cos o? 4- cos o? a? b? 
a? 0? «—— — a* (v? 4-w?) --6* wu? 


et 


cos0,?  coso,? 4- cos o4? D 
Qu 0? [o e 


ergo, quum sint 


cos 0? cos 9? -- cos cos o 


a? ADS NP 


-—-— 1h 


a* 6* 
D od n aM, win D oai le 
cos 0?  cosc,? E cos 04? 
a? p? 


n Uus 
R,-—— 


substitutione facta fiunt: 


v? qwe. dqat(o? pw?) potu 

v4. our i cC T we ded a TEL IA AE 
,9u9 v? w?)9$  (a*(v? pw?) 6*3 u*À, 
R,-—ü dus TUIIEW CORE 99z — 


unde facili calculo obtinemus: 


v? Lor (a4 (v2 4- v0?) 4- 1 üguny 


ENT a9b* 


2 
RR,— a?b^ or à 


9 D] 
RE 4- E, —ia* (v? 4 w?) 4-634245. ms na T Et 


b^ 


1 1 e 4^ (v? -- v0?) 4- 52 (u? 4- a?) 
1 ^. (a*(02-pw?) 4 6*u28.— 


Paraboloides eiliptica. 


KR. 


Paraboloidis ellipticae aequatio sit in universum 


aft yw ry a 
«-)(sz- ? ) 


In iis, quae sequuntur, aequationibus ac formulis signa du- 
plieia, quae ad signa in aequatione paraboloidis ellipticae non sunt 
referenda, ut errores praecaveamus, uncis includantur. Signa vero, 
quae uncis inclusa non sunt, superiora ad superius, inferiora ad 
inferius, quod in aequatione paraboloidis ellipticae invenitur, signum 


referenda sunt. 


Functione « partialiter ad v, y, z differentiata primae et se- 
cundae partiales quotientes differentiales functionis u prodeunt hae: 


du 9n du yo du 2 
dr ^ a2! dy 527 dz "— cl 


pag. 217. 


*) De paraboloide elliptica cfr. Grunerti geom. analyt. part. II. $. 79 


uU es 


d?w Jr 2 d?w 9 d?wu 


Lagu uo 
d*u ^9 0 d^w 0 du 
dzdy  ' "uydz 5 7 5»didm 


Porro si coordinatas puncti cujusvis in superficie paraboloidis 
ellipticae siti litteris (uvw), variabiles vero litteris (292) denota- 
mus, ex theoria generali aequationem plani paraboloidem ellipticam 
in puncto (wvw) tangentis obtinemus hanc: 


1 
vu) t gay — 9) EG —w) — 0 


vel, quum sit 
ux? vN?  2w 
eee pi 


ux v) £ (3D 
a» bla tolub 


hane: 


Per punctum (uew) paraboloidis ellipticae planum aequatione 
A(z—u) 4 B(y—»)  C6—w) — 
definitum ponemus et curvam, quae plano eo paraboloidem perse- 
cante efficitur, brevitatis causa sectionem appellabimus. 
Qua sectione nunc occupabimur. 


Theoria generali aequationes lineae sectionem in puncto 
(uvw) tangentis prodeunt hae: 


z—u ü la quepuds onse Pian 
!i D'.G WM LSPLNT uu 
EBI-Og CaTM, (Apri 


haec plani normalis: 


! 
Bl Cp) ACE ATQ) Ups — BAG) 2-0; 


hae normalis in puncto (wvw) sectionis erectae: 


—————P —————4 
ALAS BP, E CLA — Lt BC S 
— 


BiAT, 4 B7; ECCL UP BH TC 
Z-— 10 


m de L2. 
CV FUP 4 B? 4 C2] 


€ —ÓÓMÀ 


CL AT, 4 Br 4- 


a A 


Porro quum quantitates brevitatis causa in theoriam generalem 
inductae exsistant: 


u v i u 
3U— AlArg t By EC — UP B? 4 Cà: 
VV BIAS A By C-AI— UP BH CU 
iW-Cci4 p Bod ET [42 4- B2 4. cal 


iQ — Ls — BAPEAEBAS CLP ACIE Abg, 


vel 
tz dic) s Sut m a u v i3 
iQ? — (2 B?4- 2) 17, 4-53 m0 — Ios Bps E CL, 


RA 
16—-.4 B- — C4 s C3 TALP; 


ad coordinatas centri (XYZ) ac radium (E) curvaturae in puncto 
(uvw) sectionis definienda obtinemus formulas hasce: 


e SHE E E 
ALAS; tB ; E CcI- UP 4 Br cn P »? 
Er c] 


NUS Bd CL ut 4 B*4 Ch 


Z-—w Aa 
u v | 5. din - 4 i 
CLA Bis 4 CC VE UH B* 4 C8 - 


] 1 
L4gs — B UCB. — Cj3? (C7 AZ P 


(aep en | ic B cho Lich ar ] 


58 2 ] 
(44 Bh C5 7, 34 — 1454 B5, 4 C21 


m 1l 1 Kou 
(44. B? C?]| (4 8. — s. TEE 


et 


—-—— 


| ! 
[4s — Bia? (EB, — Caso FACIS E ACH 


vago. 3 (EBL— — C54 is C AT s x4 ] 


—— 
—— 


won u D NN 

NU SAL 
2 I ( 1 uc s ES 
Cz; C SF A2 | 


—— ] 
Veg o. 5 5— 


Expressionem pro i 9 supra datam ratione habita aequationis 


ux? vN?.. 924p 
(2 «(rez 


facili caleulo.transmutamus in hanc: 


A?a? 4- B?»? -F- 2 Cc( Au -- Bv» 4- Col 


a? 5? c? 


quae in formulis superioribus potest substitui, si quando in rem est. 


ER. 


Secftiones normales nunc tractabimus. 
Planum aequatione 
Á (z—u) 4- B (y —v) - C(s —w) —0 


definitum per normalem in puncto (uvw) paraboloidis ellipticae 
erectam transire si ponimus, ex analyticae geometriae principiis 


2 D) 1 


sit necesse est. 


Itaque sunt. in hoc casu: 


4U— — (A2 4- B? 4 C37; 
y-— LA? -F B? 4- C?| mi 


w- YU B ECOL 


[- Ll 


u? 1 
iQ?—(A4?-- B?4- C?) ERE 


15 


—— —— 


atque coordinatae centri et radius curvaturae sectionis normalis 
formulis determinantur hisce: 


(4? 4- B? 4- est get 5 


X—u-— AUI , 
a? ] 

AEBL— CASA ACA T ALD 

23 m. d 

: apa 
uuu ls MoEdA 

v2 

DENN dst qua sogeregpoe ee niojl att ata» 
s Bl nee lich palo 

qo UP c ero | 

1 Wr ac ]lu 

1 E B-—C5p (ln jT A-P 


e quibus statim consequuntur: 


29 7: KR 
A bad EeuET Ur 13 
(atte 
R 
F-UI—BUg s Iq 
FRE RNET 
z—w-Tl. 2 : 151i? 
[5 ?L [UU ; Z 
oit ja zi 
etiam sit 
v 1 
dw QW? Ai LER er 
E—v: b Zl e dat vU 


Littera P si denotamus perpendiculum ab initio coordinatarum 
systematis in plano paraboloidem ellipticam in puncto (uvw) tan- 
gente demissum, ex analytica geometria est 


c? 


"n 


E 


ergo substitutione facta: 


Xie dtu. HE 
q? 1» 
Y—ockn. c. PR. 
" ; , 
Z—w-—-.PR; 
(77 
et 
B 15. g! 
Tur s ST. NYtehbipeu 
X-—u,.Y.—p —Vitw . 2B 


Jam vero linea recta in plano paraboloidem ellipticam in puncto 
(u»w) tangente sita, cujus aequationes sunt: 


deu yet. v M. 


cosÓÜ  coso  cosQ 


situm sectionis normalis definiri si ponimus, ex theoria obtinemus 
generali: 


u 
512 
: a 
X — Wu -- o unu 
cos6? |. cos o? 
a? 02 
v 
p? 
Y—o-—— 3 
cos 0? . cos o? 
a? 0? 
I 
vus € 
Z-uuRF-——————2 
cos 0? | cos o? 
a? 5? 


u2 2 ] | Y 
hatt a 
eos 6? | cos o? 

o? 0? 


R-— 


Alteri sectioni normali, quae altera linea recta in eodem plano - 
sita, cujus aequationes sunt: 


pai amie AES 7 mr 9 
cos, COS (0, cos Q 


determinata sit, hae prodeunt formulae, in quibus signilicahiutu 
symbolorum cuique satis perspicuam fore puto: 


Z —4qpL—Hr ——————————35* 
; T cos 06? . cos o? 


"opri eum cp 


arat 
aA pA ea 
177 cos 0,2 . coso? 
a? T 0? 
Quae duae sectiones normales si inter se sunt perpendicu- 
lares atque brevitatis causa 


cos 6? fs cos o? 
a? b? — 


cos0,? , coso,?  , 
a? pn em 


ponitur, theoria docet generalis hane inter angulos 6, o, Q et 
0,, 0,, 0, esse aequationem: 


v? 
jo sin guest 9, 
PEE 4 0? uoc 1.1. 
ditat 


unde, quum sit (vid. Grunerti Arch. XXVIII. pag. 178.) 
sin 0? . sino?W«u2 | v?  ] wu? vw? 
Co 29m pdtguai-— PII 
1 1 : 1 2 
— 1 55 o5 — —cosot tj 2d C080 — ^ cosi : , 
adhibentes aequationem 


C) * (5) 47-0 


facili caleulo invenimus: 


..., a? cos? 4- D? cos o? 2c cos ju cos 0 -- v cos o --wcos Qj 


$9 — 2 24 
JOE 1 
aye i ro 
Ergo ad quantitates X;, Y,, Z,; H, in hoc casu definiendas 
habemus: 


u 
Y 
a 
X,—ucl-— "oM CLE 
Nis Tz; 
sin 6? sin o? aS ' b6 
a? 0? u? "n 1 
a* 0*5 ^ c? 
2 PR | 
(uv 
ub? c? 1— -F;;-d— 
pri tT m J- e 
fl, ———X M UA cU UE EE CUUMEPEUE ESSE ER AST 
a?cos 0? -- ü? cos o? --2ecosQ (u cos 0 --vcos o -Fwceoso| 
BL 
b? 
y, —^—— —4—— 
1 | 425 
sin 0? . sino? a9 T 66 
a? 5? vr ] 
a* * 5*5 ^ c? 
2 Ro 
wu? 0 
2,281 a ea mn 
vc?a 
aa t 0* t pt | 
—— . t&?cos0? 4- b?cos o? q-9ccos 0 (cos 0 4- vcos o J-?cos OQ 
1 
: 1 " 
Z,—w-'r M p. cas 
sin 6? . sin o? a9 T 65 


a? (02. Q2 ET 1 
ai Tg c 
2558.03 
u? 0v 
BIS A a M 
1! ; Po odkbrot Es) 
— t a2cos02 4 02 cos 9? 4: 2ccosQ lucos 0 -vcos o 4- tecosQ! 


1 


u3 o8 po 
Jed E LIU 


Ry —-— uà Q2 
sin 0? — sin o? a9 ' 56 
N ge ma os! 

git gt ga 


51 42-11.,4 
RUIT IF IET 


— a?cos0? 4- 62 cos o?7F- 2c cos O (u cos Ó J-e cos o -F wcos or 


Ex formulis superioribus inversi radii osculatorii duarum se- 
ctionum normalium, quae in puncto (ww) paraboloidis ellipticae 
inter se sunt directae, sequuntur: 


cos 60? cos o? 


Tou du 
R-—$qw wo l3i 
Ur x 
Lace 
sin&* sino? —— «5T gs 
a? Piy vH T. 
15 0 a pat n. 
J AD gh or. A. 
pma 
Itaque est: 
1--4 u? 
Io HLAE 8C AT OMNE Y DS NN 
ROCD u? vo? ]1ljài (qw? w 11$ 
aipgpiap jatsta 
Loe* I^ 4^ dJOLI 1 u^ v? 
sgipuatabadgab C rn stu 


"y 4^5 0. LT i» u? v? 12$ 
PEE RET sla A ast 


vel, quum sit 


u? - v p 
dies 1- 7 — -L 2cw ; 


boa do at en 
RU URSASOSS u2.02 1)$' 
et s gs a 


unde summam radiorum osculatoriorum inversorum, qui ad binas 
per idem paraboloidis ellipticae punctum positas et inter se per- 
pendiculares sectiones normales relati sunt, omni paraboloidis 
ellipticae puncto constantem prodire apparet. 


Porro est: 
cos90 . cos2o wu? v? 
1 1 a? 52 a9 ' 6 
R BR, que s 11i u^ coh " IpAg 
aà * pA Q3 a ptg 


Quia ex formulis supra datis sunt: 


] ! a*^w 1l&l ] 
-MoiodtibeXiesHI d cu pin * B, 
D QUO UU diee xt 
. 0?u PER'R 
1 ] ELS : 
yt Ec PUE 


mis a?)  PaR"'R, 
21À | SOM MUN UNDE 
Zu Zw pini gs 


in omni paraboloidis ellipticae puncto binis sectionibus normali- 
bus, quae inter se sunt perpendieulares summas quoque 


sinaxi. pt d EM 
Xs 18 e Ft b-L Z—m*Z S 


constantes esse apparet. 


RENE. 


Sectionibus normalibus, quae ad curvaturam maximum et mi- 
nimum praebeant, abhinc occupabimur. 


Sectiones eas brevitatis causa vocabimus principales. 


Sectiones duas normales et inter se directas, quas modo 
tractavimus, principales esse paraboloidis ellipticae si ponimus, 
ex theoria generali inter $$ et $9, has duas obtinemus aeqnationes: 


u2 vo? 
owe pe e 
KP-pS)—atm-u ug 
at pt us 
vel, quod jam supra demonstravimus, 
a? 4- 0? p 2 ew 


UNES) - 4s. Ws 
Pe sd ost 


ce? 


2 2 —1 


a252c:2* à q& * pA * c? 


ex quibus facili caleulo invenimus: 


z- UI — 


a? 4- 0? -2cw 
UI VR CAE COE TOSSOS 
ld V (a? 4- 0? 3 2ew]? — Jae a hntu t i 


$42 —CÀ— 
[| 
PPS Eg tud 


— 
CP) V ue E 0? 3E 2cw)? — 4020202 P -—d ut. vt ;i | 
7j 


a? 4- 6? 7p 2ew 
u? v? 
atb ei pit zh 


Rm 


ubi signa (uncis inclusa) superiora ad superiora, inferiora ad infe- 
riora referenda sunt. 


E, 8. II sunt: 


il" i 
RruuPUSS 2 
(a* ptus 
et 
12 i9, 
n o $u 6 ly, 
s 54 * 2 
ergo: 
R i u? v? pr 
HIS c?6 
1 i90, 


&, FQ, n2: 2 121 
R4 Rs MS. js ETE 


vel, valoribus pro $($5-- 94,) et 1 $29, substitutis: 
[| ] grerT 2ctw 
Bm 008 qu 
cse 7 tj ta 
BM 1X 
R 4- R, — ia? 0? T3oslins id ud at 
1 1 im va P 5 


RR, aue» pt 


E 


— 82 — 
vel perpendiculo P substituto: 


] li ade T (a? 4- 0?) 4- 2e 


B hm c Ww t T gu TER 
ww cp (a? 4- 0?) 4-2ew 
R--R, DONE inr E 
| 
RR, a209 ^ w^ 
vel 
a25?  49* 
RR, u— aac v D pa 
vel 
a202 — p^ 
CER. E aga EE 
vel etiam: 
a?p? ; c? 
Heu 5yp- 
Formula 
uL op 1:3? 
RR, ahh e$ 
divisa per 


dices ———————— 3 
cos 0? 2 cos o? 
a? p? 
pro radio curvaturae AK, expressionem 


u? $2 133 (cos0? | coso? 
R,— MAS ra ; | | 


c BP OIMIENYA 


. effici, memoratu dignum nobis videtur esse. 
Jam vero in formulis 


1 
R4 3. 1ji 
a4 ja 2 


si loco $4 et $9, valores eorum substituimus, pro radiis sectionum 
principalium osculatoriis expressiones obtinemus memorabiles hasce: 


CU. m 
a? 4- 6? x: 2cw 


ul.u9 ] | 
(-) um J 0?7E2cw?? — 4a?0?c? Tr tg E ). 


2 
po (uis qol 9s 
a? 4- 027p 2cv 
- FENSERCUOBD NM T 
NE | CF) V ue 4 027p 2cwl?? — 4a?0?c? s tT jÀ M | 
Em :o8 1 | 
ahis ds tg t 


ubi signa (uncis inclusa) superiora et inferiora in se invicem refe- 
renda sunt. 
Sectiones principales ad quantitates $2 et $9, maximum alte- 
ram, alteram minimum praebere theoria docet generalis. 
Conditiones, quibus $2 et $9, maxima ac minima sunt, nunc 
constituemus. 


E theoria generali sunt: 


d?.Q, c? 

vs misc To pop Ro peo ecc ith: ur coeli tendis x t 

dg 3sin6*. 2 € 1 js 9), 
ii CORBU e engo e 


d29, dtgtge 
prx — Jsin 6? . LÁ —áÓ;.(8-—294) 


PUB T c Q0SqO; | 
unde ex principiis calculi differentialis concludimus: 


si $2 — 9,  Ü est, $$ maximum et £2, minimum est; sin 
$,— $, «0 est, 9$) minimum et 9, maximum est. 
In iis, quae sequuntur, situs sectionum principalium in uni- 
versum definietur. 
Quo consilio quantitates JM, M', M" in theoriam generalem 
brevitatis causa inductae antea determinentur necesse est. 
Eae facile prodeunt: 
21 $2 (2 — b? $2) 
Hw a252 ^ ^7 
2v£ (2 — a? 9) 
Mii t SENS S 


6* 


-— BR o 


9) 2 9 
M - 1 10-— a? $3) (2 — b d t 


m a?5?c 


ergo: 
M? 4- Mr? 4 ar 


, Q9 0—e2y os 1 3: 
aAA (s Mg) 9 — $25) 


Ex theoria igitur generali ad determinandos angulos 0, o, O, 
quibus situs sectionum principalium definitur, formulas obtinemus 
hasce: 


ue. 
99. .n2 
cos 0 — (E) a 
(88 oo (o E hu wr 
2 
cos o — (-.-) - ripe Pe a 
(Sa) 4 Ge p? Wa) t$ 
cos Q — (E) 


MEI m) e Loa) NE ra) 


ubi signa superiora et inferiora in se invicem referenda sunt, sed 
utra sumantur, superiora an inferiora, nihil interest, quum iis una 
modo et eadem linea recta per punctum (uvw) ducta determinetur. 
Formulis vero illis propter duplicem quantitatis $2 valorem duos 
eosque, ut hoc modo effici potest, reales pro angulis reddi valo- 
res, statim apparet. 


Valores, quos pro cos0, coso, cosQ invenimus, si 45 est 
reale, reales prodire, statim perspicitur. $2 vero quantitas realis 
est, si est 


» 


p? 
(a? 4- 0? 2wci? — A a?0?c? pa iJ zd L0 


Quae differentia, si ponimus 

n v? 

T 2wc -— c? s —»t a , 
abit in 


2 2 2 
ie eS E js) - ete en — 84. - EE 


et inde in 
2 SN s uv t ug» ,2777 
(a94-502)24. c2 25) aee (a) tates a Ed 


Sunt vero: 
(a2 4- 522 — 4a?52 — (a? — 52)2, 


29 ^ Q2N? 2 
(a5 e (S E 7s —l(a?- b? 4- es T 5:)^ —eu9- gs at » 
3 a3 
—ue 0 e ers) 2c? (q? t mi , 
2? $3 2; $3 3 
teen [aeg] come fi ten m [d 


ergo substitutione facta pro differentia illa obtinemus expressionem 
hane: 


2 ^ $2 2 
—p?4 c e t7)" Ue d (a? — 09) 7; i 
vel hane: 
u2 
—p2—c? (5*5 ? 4 4c? (a? — 05?) "E 


quibus differentiam, de qua quaerimus, in negativum abire valo: 
rem nunquam posse efficitur. 

Coordinatae denique centrorum curvaturarum sectionum prin- 
cipalium ex theoria generali determinantur formulis hisce: 


ou? v0? 1l 
uei ta, 


B CMVENNICPDENECEY M CEA 
IV. ae L0? 9cwl2?— 4a252c2 ja t ja I ji 4 — i ij 


2 

eie 

is d e m — ent 
Eu db irs AER LEM T oU QU: e AN SERENA 
mum UT 2cw B— lae nece A 

vc? ] 
E v FA EI T 
a? 4- 5? -r 2cw 


? 


Z—w-HT 2 m 


aov. tee A2 3E 9cwj? —Aahe 24 -L » "s "i 


ix. WAR IN 


ubi signa (uncis inclusa) superiora uni sectioni, alteri inferiora 
valent. 


Ad ultimum nobis liceat quaerere, quos valores et anguli, 
quibus sectionum principalium situs determinatur, et radii sectio- 
num earum osculatorii induant, si punctum (uvw) in intersectione 
plani cujusvis coordinatarum et paraboloidis ellipticae positum est. 


Hoc in casu, quum longior postuletur calculus atque molestior, 
si ex formulis supra datis quam si ex aequationibus, quibus in 
universum anguli illi paraboloidi ellipticae determinantur, angulos 
computamus, ad eos determinandos viam posteriorem  ingre- 
dimur. 


Aequationes illae sunt: 
u v d o1; 
(D) Q4àcos 0 T ;jac0os o 4, cos — 0, 


l ; 
(D Lu) cos 8cos o 4- 7 - ^4 cos o cos à 


l 


v d 
— —5* 75 €0S OQ cos 0 — O 
a? 0? á 


(3) cos 6? -- cos o? -- cos 9? — 1. 


In quibus primum si ponimus 


u-—0, 
aequationi (2) satisfit, si est 
cos 0 — 0 
aut 
-- (a? — 5?) cos o -- ce cos o — 0. 
Si est 
cos 0 — 0, 
ex aequat. (1) et (3) efficitur: 
52 
eos o — (-E) V $1 dà 
MA "i co 
0a Go E A b* -. c2v? 
ergo, quum sit 
cos0? . coso? 0? 


! — 81. — 


4 E. o2? 
judo de Li in s , 
sin vero est 
(2) J- (a2 — 52) cos o ]- ev cos 0 — 0 
et valores, in quos hoc casu anguli 60, o, OQ et radius curvaturae 
R abeunt, litteris 6,, o,, 0,; AK, significantur, ex aequat. illa 
et (I) facili calculo sequitur: 
1 (a2 — 52) 52 — c?v?| cos o, —0, 
unde 
cos o, — 0, 
ideoque ex aeq. (1) 
cos Q4 — 0, 
et ex (3) 
cos0, — E 1; 
ergo, quia 
cosQ,? , cos? 1l 
a? 0? a 
, LU e2o? 
"s ot 82e 


R,-—a 


Deinde si ponimus 
v —0, 
eodem facili calculo obtinemus: 


— cu 


^V. 
qose ei, 
LP len? 


cos — (4) Ma hà , €oso—ÓÜ0,  coso — (4) 
a* 4- c?u 


at d eub 
6 BR 7E 4 
cosÓ0, —Ó, coso—0, coso,—(4L)l, 
1a* 4- c?u? ji. 
R,— pa. ILE 


tum si ponimus 
w-—0, 


cosQ9—(4)l, coso—0, coso-—0, 


Rz-—; 


cos0, —0, coso,—(4)1l, cosQ, —0, 


2 
Bb 


€ 


AM YS 


quo in calculo non est negligendum, si ponimus ? —0, ex aequa- 
tione paraboloidis ellipticae 4, —0 et v —0 sit necesse esse. 


Porro quum aequatio plani paraboloidem ellipticam in puncto 
(u—0, v—0, w — 0) tangentis sit 


z-—0, 


ergo planum tangens cum plano (zy) ideoque normalis in puncto 
illo erecta cum z axe coincidat, facili argumentatione efficitur: 


Si punctum (ww) in intersectione planorum (zz), 
(yz et paraboloidis ellipticae positum est, altera linea, 
quae sita in plano paraboloidem ellipticam in puncto 
(usw) tangente alteram sectionem principalem para- 
boloidis ellipticae in puncto eo determinat, ei seniper 
axi coordinatarum parallela est, qui ad planum, in quo 
punctum jacet, est perpendicularis; altera vero linea, 
quae in eodem plano sita alteram sectionem princi- 
palem in eo puncto paraboloidis ellipticae determinat, 
ad axem illum directa est; sin punctum (uew) in initium 
incidit coordinatarum systematis, sectiones, quae 
planis coordinatarum paraboloidem ellipticam perse- 
cantibus efficiuntur, sunt principales. 


Paraboloides elliptica rotaltione descripta. 


In generali paraboloidis ellipticae aequatione si ponimus az 6, 
aequationem obtinemus paraboloidis, quae rotatione parabolae circa 
z axem descripta est. 


Si vero est a—ó6, quum expressione, in quam supra diffe- 
rentiam 


2 2 
eI Dou — ato a T. aL 


transmutavimus, differentiam appareat eam abire in 


2 2 
a? 


Ps 


$) quantitas, ratione habita aequationis 


signo si utimur superiore, facili caleulo prodit: 


2 
S) 
sin inferiore: 
2 
(P 
u?--v? | 
2,2 AX 
ac at td 


In priori igitur casu, quum sit 


2— a?2$, —0, 


cosinus angulorum 0, o, Q prodeunt hi 
oo oo E 
coSÜ— dg, COSQ -——-, cos Q 0; 


in altero, quum sit 
u? - o? 
2 — a? $$ — 
MAGO CLERI, 
c?3 


cosinus angulorum 0,, 94, O4, quibus alterius sectionis principa- 


lis situs determinetur, facili caleulo prodeunt hi 
a?u 


No t aie A/ (u? -4- ve2)ta* 4- (u? 4- v2) e 


a?v 


34^ 


—(L)ex————— 0: mans. 
oe m SEAT X vb [as Qi v 
a?w 


CN TL E Q.——— ————————————— 
COS (0 (4-) V (u? l- v2)1a* -4- (u? -- v?) c?| 


vel 
e08 0:8 CE] C updetude Tease 
Aetue E ur ys m LA 


cos Qj — (-E) — pH 
AecoFES 

cos 9, — (41)2. à Y Sp ; 
e (u? 4- "I al 


vel etiam, quum facillime inveniatur, 


E —4 
uo d o Vut vt dut 


ED 4 v): , 
[77 


Apgpp "4820n.— 
C AF v 4 du? 


cos 6, 


—— que 


! v 
EEG TIIELT A 
is : D 


in priori casu quum in valoribus angulorum 0 et o computan- 
dis in medio relicti simus, ut angulorum eorum valores cognosca- 
mus, ex aequationibus, quibus anguli illi paraboloidi rotatione 
descriptae definiuntur, valores, in quos cosinus angulorum (8 et c) 
abeunt, si est cos o —0, computabimus. 


Aequationes illae sunt: 


(1) eS cosó 2: 7 CosO l 3 cos — 0, 
(2) Iu coss — vceos6|cos o —0, 
(3) cos 6? 4- cos 9? 4- cos 9?—1; 


ex quibus, cos 9 —O posito, facili caleulo sequuntur: 
cos 0 — G) diem cra 
"T 4 
qe 
COS 0 — (TJ 77-———: 
A/ u2 4- v? 

In omnibus hisce formulis signa (uncis inclusa) superiora et 
inferiora in se invicem referenda sunt, sed utra sumantur, supe- 
riora an inferiora, nihil interest, quum iis una modo linea recta 
determinetur. 


Ex formulis superioribus obtinemus: 


cos60? 4-coso? 1 


a? a? 
et 
cos 0,? -- cos o? a? : 
a? — a*- (u2 4-v2)c? * 


ergo, quum sint 


177 eos 0,? 4- cos o? 


a? 


substitutione faa: 


eus Nn po? 1 | da* 4 (2 4- c2) c2) 
/ ) c? — GXITREE-AÀ 


a^ c 
u?-Hvo? , 19i — qa*- (u?-pe*)e0, 
me tpe tege 
unde: 
RB, —eoI To il ta* 4- (i? 4- o2) c2 NEZ 
c 


a4c? dox c 


R4 R, —2. (eu) Zhu tab. 


l [| a?-r cw 
R'g ^^ 1,98 4v? | 198 
ac 4 c 


Paraboioides hyperbolica. 


E. 


Paraboloidis hyperbolicae aequatio sit: 


Lum XN yY 22 * 
«-() (1) 425v» 


In iis, quae sequuntur, aequationibus ac formulis signa du- 
plicia, quae ad signa duplicia in aequatione paraboloidis hyperbo- 
licae non sunt referenda, ut errores effugiamus, uncis includantur. 
Signa vero duplicia, quae uncis inclusa non sunt, superiora ad 
superius, inferiora ad inferius in aequatione paraboloidis hyperbo- 
licae signum referenda sunt. 

Functione w partialiter ad z, 5, z differentiata primae et se- 
cundae partiales quotientes differentiales funetionis v efficiuntur: 


TITRE du 2y . du 2 


dr—49' dy ^  w dct) 
du 9 deci 35 duc 
da? a??—— dyÀ) 49 dh ^ 
du /—— 0. d?u d?u 0. 


dydz ^ — didm 


*) De paraboloide hyperb. vid. Grunerti geom. analyt. part. IL. 8. 80. 
pag. 218 sq. 


EN QD 


Si porro coordinatas puncti cujusvis in superficie paraboloidis 
hyperbolicae siti per (uvw), variabiles vero per (zyz) significamus, 
e theoria generali aequationem plani paraboloidem hyperbolicam in 
puncto (wow) tangentis obtinemus D 


S (n1) — ja (9 — 9) cz 6) 0 


(eyes 


vel, quum sit 


hane: 


Aequatio plani eujusvis per punctum («v») paraboloidis hy- 

perbolicae positi sit: 
AÁ(x — u) 4- B(y — v) 4- C(z —w) — 

et curva, quae plano eo paraboloidem hyperbolicam persecante ef- 
ficitur, brevitatis causa sectio vocetur. 

Quam sectionem nunc tractabimus. 

Theoria generali aequationes lineae sectionem in puncto 
(uvw) tangentis invenimus has: 


a—u s; Ln utei z —40 
n U U/AN l4 9 u 
t B-tC; Cat, Ar B " 


hanc i normalis: 
BT "t Ci (0—u) 41€. — Ati —9)-4 1455 i tB 3l (2—w) —0; 


has normalis in illo sectionis puncto erectae: 
z—u 


y hanc 
ALAT; — Bj; 3 C71—U A? 4 B 4 C24 


el i NIMIUM NM 
BAS BEC I BHECHT, 

E zZ—40 

— Cia5 — B5 3 c. pea ph ent 


Porro quum quantitates in dun universalem brevitatis causa 
inductae exsistant: | 


"E ur 
1V—HBi|A A5 — Bg 5 Cz HE LAS EB? C3. 
Ly 6/47 — nba es Ti? 4 B? 4e cl; 
9» xe i a2 6? — za C 


1 
;Q* —i| An BS PEUEBI 4 C7, j* FIC A- 5 


u [) V 
— 4 4. Bt CS PS de (r2 — Bia X Cn, 


1 Lis avion 1 
TN m 2i 


ad coordinatas centri (XYZ) ac radium A curvaturae in puncto 
(uvw) sectionis determinanda habemus formulas has: 


Mp LM ou Nm. LSMDAa: 

u v l u 

AL Ao — Bia X C-i-—iUuP? t5 Cua 
Ses 


pu cya r C^ 44a BE CÓ 
Ic 


— CIA S — B, 4 Ch Up Bt eut 


y p t ES REBT 4 C^? 4AC5 x At? 


— (dB en | Lie BL e Ch? pic cr ] 
(424 B5 C5 0, 34 — 145 — B5, 4 C; 


mura TOUR TIC PEN NESEDCEM 
(484 B3. C)]| 51 B7 4 C ?— 51 Ci T A; 2^ ] 


] 
[i475 4- BP Bz- Cr AC T AT? 
mui. Lar" eseU IMECUNQE SUCUND TE 
v ume. 3 Abk B4 CnP- iC FA | 

2 2 | 
Urt Patet e 3 — 1425 — B; E Ch -e 


VARER OL 5 EHI CCAir (e tae] 


za) 


5 


Lo m 
ubi signa sumenda sunt ita, ut & sit affirmativum. - 


Adhibentes aequationem 


(Q- Gre 


expressionem pro i6 supra datam facili calculo transflguramus 
in hanc: 


42a? — B?5? 3: 2 Cci Au 4 Bv 4 Cul 


, 


quae in formulis substitui potest, si quando usui est. 


ER. 
SU mes normales. 
Planum aequatione 
A (z—u) 4- B (y —v) 4 C(z—w) —0 


definitum si per normalem in puncto (wvw) paraboloidis hyper- 
bolicae erecíam traosire ponimus, ex analytica geometria sit ne- 
cesse est 


sunt igitur in hoc casu: 
IU—— (A? 4 B? 4 C275, 


[/) 


y UP EB? 3. C0; 75; 


to 


iW- Fut BR CAL 


óc aes ido] pel 
ergo: 
M4 Bh CH aoa 


1-3 Tqijl 


(A 
F-—v0— 7 


9? 


1 1 [ 
gaUB.V Cra — 


uta mA 
EI Lf BECAS EG ul 
feu llb». Wa» o. 7i sw 1. 
. gut Bc Cu?—j18 6s t4 


2 


2 vu ] 
4 Bra CAT, tjt ua 

E — (X3 l A pue 1 
tCjgrl—jiCgatA-? 


, 
üfcsztad 
ubi signum sumendum est ita, ut K fiat affirmativum. 


Quibus ex formulis consequuntur: 
R 


ex. 0b 
A—q mE trem 024 21^ 
ias 6 e 


y 


unde: 


ubi signa (uncis inclusa) superiora aut inferiora patet esse su- 
menda, prout 10 affirmativum aut negativum prodit. 

Porro si perpendiculum ab initio coordinatarum systematis in 
plano paraboloidem hyperbolicam in puncto (wvw) tangente de- 
missum per P denotamus, ex analyticae geometriae principiis est 

P0 poa EP 5. eo? 1 
dà * ja ua qa" pa^ 
quod in formulis superioribus substitui potest. 

Per punctum (wow) paraboloidis hyperbolicae lineam quandam 
rectam, cujus aequationes sint: 

q$—31 .4-—v z—tw 
cos Ü coso  cosQ' 


si ductam eogitamus atque linea ea ac normali in puncto (u»w) 
paraboloidis hyperbolicae erecta situm plani sectionis definitum 
esse ponimus, theoria generali obtinemus formulas has: 


oxi . ein MN 
cos0? | cos o? 
a? 05? 


y—oc QMWESSTRwUMUTWEVEDS. O3 ome 7 (a 
cos 0? cos o? 


ER -— MNNPIIE; MENSAE 33 
GE) cos 0? cos o? 
a? 0? 
ubi signum sumendum est ita, ut /? fiat positivum. 
Alteri sectioni normali, quae eodem, ut praecedens, modo sed 


linea recta, cujus aequationes sunt 


cosÜ,  cosQ,  cosQ, 
determinata sit, formulae prodeunt hae, in quibus symbolorum 
significationem satis perspicuam fore puto: 
u 
p. 
a 
P A eb emoammiemr 
t cos (,?  coso? 


eO |€- 


Z —qpL—4- NOI IDSERTOENCIWERDDEECECGUS 
t T cos 06,2  coso? 


RE-d)cut 
1 —CD cos 0?  coso? 
a2 


ubi signum sumendum est ita, ut E fiat affirmativum. 


oseuites 


Quae duae sectiones normales si ad se sunt perpendicula- 
res ac brevitatis causa ponitur - 


2 2 
cos d ism NCNOT 
a b 


cos Qj?  coso? 19 
a? p» quant mE 


inter angulos 0, o, à et 0,, o,, oO, habemus 


theoria generali 


aequationem : 
gs ph 
REN nus Sues 
a? 0? UU SAM 
qi tgtu 


quam, quum sit (vid. Grunerti Arch. XXVIII. pag. 178.) 
v? lé (sin6? | sino? $u* — 02) 
ug aj a 2i is p) 


2 2 


m $ i cos- cosa] ^ » H t ! eos 6 — "cost . 


ratione habita aequationis 


2 "el 
Qi 
facili caleulo transmutamus in 
ooi i GIMEIECQLIID DA € --t0cos oi 
az b? c? U- pg rl 
Quare ad quantitates X,, Y,, Z,; ER, definiendas obtinemus 
formulas, quibus quantitates illae ab- angulis 0, o, o dependen- 


tes datae sunt: 


u 
52 
a 
X, —wuwzz— ———————————Má———— 
1 ati gi 
sin 6? . sin 9? a6  b9 
a? 5? u? | v? l 
a* | 0* ^ c? 


[// 
gore, rp t vs 


a?cos 9? — 0? cos o? E 2c cosQ (u cos 0 4- vcos o -- t cos] 
7 


wu? v? 
sin0? sino? a9 6$ m 
a? 6? u? 


v2  ] 
qe Tat um 


vc? a? E boa jà ibus xl | 
- a?cos0? — IUTITIXTUTPI TIPS TOY 00 08 


c ——— 
wu? v? 
sin 6? sin o? a9 6 
a) 5. p lug 


e? 
d tpgtg 


u? v? ] 
RUFI TET 


B a2 cos0?— b? cos o? "i 2ccosQ lucos 0 4-ovcos o 4- w cosO] 


ua op 
0a dp res y 

u2 v? 
sin 6? sino? a9 9 
cgo UM CDU TVE 


ditate 


RE, e 


ae eer 
eio 1 EINE 


a?cos 0? — b? cos o? 7p: 2c cos 0 (cos 0 ]-v cos o 4- wcos cQ] 
ubi signa sumenda sunt ita, ut KE, fiat affirmativum. 


Ex formulis superioribus inversi radii osculatorii duarum se- 


ctionum normalium , quae in puncto (uvw) paraboloidis d Adi 
inter se ad perpendiculum directae sunt, sequuntur: 


-—CE 


ENS. 


l1 a? r 
rrjs (1) ubow-. 121. 
| a* t b* * c? 
u? v? 
sin 0? sino? a6 6 
45:32 AR uS ua y 
rcu dt ptg 


BAM Co 


ubi signa superiora aut inferiora sumenda sunt, prout fractionum 
numeratores, id est prout quédiaics $&, et $2, positivae aut ne- 
gativae sunt. * 

Quaerentibus, utrum quantitates illae idem an diversis sem- 
per praeditae sint signis, statim apparebit ea de re in universum 
nihil pro certo constitui posse. 

Signa vero quantitatum earum quod attinet, duo modo sunt 
casus, qui per rerum naturam admitti possunt; iisdem enim aut 
diversis signis quantitates illae praeditae sint necesse est. 

Primum quantitatibus eadem signa esse si ponimus, formulas 
obtinemus has: 


wu? v? 
sin6? sin o? a9 (5 
"E ETY u?. 06? 1] 
1 $4 * c? 
arc ur hdi. 
jai t 6*5 * c4 


ubi signa (uncis inclusa) in se invicem referenda sed superiora 
aut inferiora sumenda sunt, prout quantitates $2 et $2), positivae 
aut negativae prodeunt. 

Eadem signorum determinatione sunt: 


1] »? 1 ? l(1 1 u? v? 
aà'54 ^ b25a*  e2| 2 5 mea ut "u ii 
—(X) Te aote — (Gp (ud IPE 
LIDME SDLT CET 
vel, quum sit 
| u? 


met 5? 7r 2ew 
RR a I 
a2b52c2 » zx jà ta] 
atque 
;* 


— 100 -.— 
cos20  .cos2o | 
buo od«üi N JEU. e 
ROREUCCU]uwe wie agri qur nb- 
à a$ * ja gn | tg e 
Sin vero quantitates $2 et $9, uad signis praeditae sunt, 


obtinemus formulas has: 
cos0? . coso? 


1 a? 0? 
R zb Qua v? T P 
$03 * 55: 7c? 
qoos. 
sin0? — sino? a9 ^ 6 
RIEN RE RPM 
duo tgo 
B GP T o2 19 ; 
—3 U FA ne: RE c 


ubi signa in se invicem referenda sed superiora aut inferiora su- 
menda sunt, prout $) positivum aut negativum est. 
Eadem signorum determinatione sunt: 


cos20 . cos2o u? v? 


ANN. 


Sectionibus normalibus, quae curvaturam quod attinet maxi- 
mum et minimum praebeant, nunc occupabimur. 

Sectiones eae brevitatis causa principales nominentur. 

Sectiones principales ad perpendiculum inter se directas esse 
theoria docet generalis. 

Itaque duas sectiones normales, quas modo tractavimus, 
si ponimus paraboloidis hyperbolicae esse principales, theoria 
generali inter $9, et £2, formulas obtinemus has: 


u? v? 
li .4 a6" 6 
Kr UU—u-pg uy gi 


pá 


— 101 — 


vel, quod jam supra demonstravimus, 
a? — b? 3 2cw 
S4) ——— V PB 
dM. o is tgt a 


] (2 6 1)". 
I8 —— mas dag ui 


unde: 


—1|a? — 0? -F2cw| | 
2 2 Ur 
| (E) V (a? — 5? 3r 2cwy? 4- 4a?0? c? tam 1 d - EE e 


et 
. —1a? — 5?-r 2cw)| 
prO E.g 022 31] 
CE) M e-e T3cw? lah 17 4 js tz | 
uM EE QUEE ESI T 
DP OT Rd 


ubi signa (uncis inclusa) in se referenda, sunt. 


3 


Ex aequatione 
l (u2- 99  1»5—-! 


IspH, een a353c2* Qu8 QA c6 


S) et $24, diversis semper signis praedita esse quum appareat, 
pro radiis inversis osculatoriis sectionum principalium e $. II. ob- 
tinemus expressiones has: 


l 2 
R-Ou ls 
in RSS 
z $95 
R,-0 um 1n 
iatnta 


ubi signa in se invicem referenda et superiora aut inferiora su- 
menda sunt, prout $$) affirmativum aut negativum prodit. 


Eadem determinatione i est: 
REC CE) m aT p» 1 
is itp al 


ergo, quum facillime perspiciatur eadem signorum determinatione 
esse 


gi t ja 


Lllnnc 2:0: E 


d^. vox 
PARS ty ur 


Lond Eu RSis . 0c QE 
Vue —06?-F2cw]? 4 4a202c? s Fr 2i 
($$ — $,) — CE) 


T ! j i1 
substitutione facta pro quantitate 4; 4. 7,- obtinemus  expres- 
HR UR, : 


sionem: 
1 Bm c latte E 4 m ue E 
R * E ÉNSEMEDOLC 0. 


T 
GP Eust 


: 1 1 
pro quantitate vero 4, — R, hanc: 


] 1 a? — 5j? 2c 
X hdVbeme m 
1 nes a t ja 4 — ai 


ubi, ut jam supra commemoravimus, signum superius aut inferius 
sumendum est, prout 9 positivum aut negativum prodit, vel, quod 
idem est, prout in expressione pro $2 data signum superius aót 
inferius valet. 


Est porro ! 
53 i£ 9, 
BR, 0079.98.92 1^ 
v ovata 


vel valore pro 1 $£2$2, substituto: 

1 VL uM Co? c Ies 
ER, 7 aba ta t zb 
et, quum sit 3 
R4R,— T t ; g ARR 

R*'R 1» 


substituendo is 


R4 R, ia Tu T tat M ie mrheut acie 2 A are ; at 


— 108 — 


In formulas superiores si inducimus perpendieulum P e $. lI 
notum, facili calculo obtinemus: 


| e PIP 


l bi 

B' B BGB VA: 0 2owf? 4- Aa?0*, 
2 

ER 4E, -i. p: V5. (a? — 0? 2cwj? 4- Aa?D?, 


L)- A a? — 0? t 2cw 
—7 abs. 73 


v. abs. T [7 ane CTC TP MONS 

"MED 
ERR," aX? w* 

vel 
a?25? 4*5 
ER, —-—;.: pa 

vel 

dT: p uc zt ER, 
vel etiam: 


4 
a25? ; c? 
P-QyuW BH, 


ubi signum sumendum est ita, ut P^ sit positivum. 


1 
Jam vero in expressiones pro E et ü, supra datas si 


loco $4) et $3, valores eorum inducimus neque negligimus, quae 
de signis diximus, quomodo sumenda ac referenda sint, facili con- 
sideratione pro radiis osculatoriis sectionum principalium in puncto 
(uvw) paraboloidis hyperbolicae expressiones invenimus memora- 
biles, ubi signa (uncis inclusa) superiora ad superiora, inferiora 
ad inferiora referenda sunt: 
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Sectiones principales ad quantitates $2 et $9, maximum alte- 
ram, alteram praebere minimum, theoria scimus generali. 

Conditiones, quibus $2) et $2, maxima et minima sunt, nunc 
constituemus. | 


Sunt: 
u? v? 1 
— uc - ue 
2 4 1 3 
up EE a o 
) ja co58 4. eos od 
u? v? 1 
2 C2, 4 4 2 
054 — sin? dox ae M 


; ja c058, 4. c cosa, | 


unde ex principiis calculi differentialis concludimus: 


si $2 —49, 9 0 est, $$ maximum et $2, minimum est; sin 
$, — $9, «Ü est, 9) minimum et $9, maximum est: 


Porro etiam nobis sunt computandi anguli, quibus sectionum 
principalium situs determinatur. 


Quem ad (finem quantitates notae M, M', M" antea expli- 
centur necesse est. 


Eae facile exsistunt: 


2u $2. (2 4- 02 £2) 
Mo adi ^ L] 
,  209,(2— a? $)) 
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Ma goin (à a9) 3 69). 
a?b?c 
ergo: 
M? -- M? 4- M"? 
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Theoria igitur generali ad determinandos angulos 0, o, Q, 
quibus sectionum principalium situs definitur, formulas obtinemus 
has: 

u$) 
2—4? 5) 


(ra) Gua) tat (nr g)ero ur 


cos 0 — (4-) 


e$ 
9 4-52 9, 


cos o — (4) UU tu uei ap JP PIDENCHOPS SECT 
Kara) * (sina) t ont 
a? 9, ia 4$ 
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ubi signa superiora et inferiora in se invicem referenda sunt; sed 
utra sumantur, superiora an inferiora, nihil interest, quum lis una 
modo ae eadem linea recta per punctum (uvw) ducta definiatur. 
Formulis vero illis, quum expressio pro $ data duplicis signi 
causa duos pro $ eosque, ut elucet, reales reddat valores, pro 
angulis duos et reales quidem reddi valores, statim efficitur. 

Coordinatae denique centrorum curvaturarum sectionum prin- 
cipoalium determinantur formulis hisce: 


C$q320 059 "51 
uei gta, 


porum eu rn 
ICPAV ter- la*— Ur Sew? 4 Aatb2e ctu zi 


X—wuz-29. 


E 
Y—v——2. T EN DS pem 3 
OR CLIW Bele mee peri eu UE 
cN i (a2 — [PE 3ew P4 afe utgtal 
bite Y jt ua 
Z—w-—t2.—— —3 


2 p2-E2cw à 


v? 


ceN ie- — 05 cr 2cwj? 4- Aa?0? c? E - tatu ri 


ubi signa (uncis inclusa) superiora uni sectioni (POE alteri 
inferiora valent. 


In iis, quae abhinc sequuntur, etiam quaesituri sumus, quos 
valores anguli, quibus sectionum principalium situs determinatur, 
et radii sectionum earum osculatorii induant, si punctum (uvw) in 


intersectione plani cujusvis coordinatarum ac paraboloidis hyper- 
bolicae positum est. 


Eadem, quam saepe jam attulimus, causa ex aequationibus, 


quibus anguli illi in universum paraboloidi hyperbolicae determi- 
nantur, 


— 106 — 
(1) Jjcos 0 — f4cos aL cosi —-0, 


) 4,1 H 1 
(2) sees lata cos cos à — 75 5, cos a cos à 


l 
2s 3 T cos Q cos 0 — 9, 
(3) cos 0? -- cos o? --cos 92 — 1, 


angulos computabimus. 
Quibus igitur in aequationibus primum si ponimus 
u-0, 
aequationi (2) satisfaciunt valores 
cos 0 — 0 


et 
-.- (a? 4- 0?) cos o 4- coe cos o — 0. 

Si est 

cos 0 — 0, 
ex aequat. (1) et (3) facili calculo sequitur: 
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ergo, quum sit 


cos 0*o..- cos o? 0? 
a? (4770 M gg 
A05 dioe d 
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sin est 
-E- (a? 4- 02) cos c --cv cos à — 0 
et valores, in quos hoc casu anguli 60, o, O et radius curvaturae 
RE abeunt, litteris 0,, o, 04; KE, significantur, ex aequat. illa 
et (1) facili caleulo efficitur: 
1 (a? 4- 62) 0? -- C20? 1 cos o, — 0, 
unde 
cos o, — 0, 
ideoque. ex aeq. (1) 
cos 0, — 
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et ex aeq. (3) 
cos 0, — (4) 1; 


ergo, quia 
cos0? . coso? 1 
4 a? 0 7a 
4 2,21 — 
BR —g (53 -]- c?v s 
ATIS b?c 


Deinde si ponimus 
v —0, 
eodem facili calculo obtinemus: 


a? ! M Ei Cul. 
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co80, —0, coso,—(4)l, cosO,-—0, 


joie ctun. 
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Hh L— 
tum si ponimus 
w —0, 
longo atque molesto calculo formulas invenimus, quas supra in 
universum pro angulorum cosinibus radiisque osculatoriis dedimus. 
Si vero ponimus 
w —0 
unaque 
u -—0, peu. 
quod per aequationem paraboloidis hyperbolicae licet, obtinemus: 
eos 9— (4)1, coso—0, coso —0; 
2 
RLÉ«— 
rr 
cos0, —0, coso,—(4)1, coso,—0; 
p 
R, —— c . 
Quum aequatio plani paraboloidem hyperbolicam in puncto 
(u—0, v0, w-0) tangentis sit 


z 0, 
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ergo planum tangens cum plano (zy) ideoque normalis. in puncto 
illo erecta cum z axe coincidat, paraboloidi hyperbolicae idem, 
quod ellipticae, facili argumentatione efficitur theorema: . 


Si punctum (uw) in intersectione planorum (zy), 
(y et paraboloidis hyperbolicae positum est, altera 
linea, quae sita in plano paraboloidem hyperbolicam 
in puncto (uvw) tangente alteram sectionem principa- 
lem paraboloidis hyperbolicae in puncto eo determi- 
nat, ei semper axi coordinatarum parallela est, qui ad 
planum, in quo punctum jacet, est perpendicularis; 
altera vero linea, quae in eodem plano sita alteram 
sectionem principalem in eo puncto paraboloidis hy- 
perbolicae determinat, ad axem illum directa est; sin 
punctum (uow) in initium incidit coordinatarum syste- 
matis, sectiones, quae planis coordinatarum (zz) et (yz) 
paraboloidem hyperbolicam persecantibus efficiuntur, 
paraboloidis hyperbolicae sunt principales. 


Eirraísna. 


pag. 14. lin. 26. lege (2 — a? 2)?(2 — 5? (2)? (2 — c? 2)? 
pro (2 — a? £2) (2 — b? $2) (2 — c? £2). 

pag. 16. lin. extr. Dele punctum. 

pag. 62. lin. 21. lege (2 — a? $2)? (2 -]- 6? $2)? (2 -]- c? $2)? 
pro (2 — a?.92) (2 4- 0? $2) (2 4- c? £2). 
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